Cap.I Notiuni introductive

1.1 Multimi. Operatii cu multimi

O multime este o colectie de obiecte distincte pe care le numim elemente.
Exemple: multimea literelor scrise pe aceastd pagina, multimea radacinilor unei ecuatii,
multimea numerelor pare.

Modul conventional de a scrie o multime este sa-i listam toate elementele intre doua
acolade:

A={a} B ={a,b} C ={a,b,c} (1)

Multimea numerelor naturale N ={0,1,2,3,...}
Multimea patratelor numerelor naturale {0,1,4,9,...}

Multimea numerelor intregi Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}
Elementele unei multimi trebuie sa fie distincte, iar ordinea elementelor nu conteaza.
{a,b} = {b,a}

Scrierea x € A, inseamna cd x este un element al multimii 4. De exemplu, 2eN.
Scrierea y ¢ A, inseamna ca y nu este un element din multimea A.

Compararea multimilor
Scrierea 4 — B Inseamnd cd multimea A4 este inclusa in multimea B sau 4 este
submultime pentru B, ceea ce implica ca fiecare x € 4 este si element in a doua multime,

x € B.Deexemplu NcZ.

Notam cu ¢ multimea vida. Pentru orice multime 4 avem ¢ < 4.

A=B< AcBsiBc A (2)

Operatii cu multimi

Fie 4 si B doua multimi.



Reuniunea lui 4 cu B, notata AU B, este multimea tuturor elementelor x € 4 sau x € B.
Intersectia lui 4 cu B, notatd 4N B, este multimea tuturor elementelor x € 4 si simultan
xeB.

Diferenta lui 4 cu B, notata A — B, este multimea tuturor elementelor x€ 4 si x¢ B.

AuB={x|xeA sauxeB}
AmB={x|xeA sixeB}
A—B={x|xeA sixeB}

Daca AN B =¢, 4 si B se spune cd sunt multimi disjuncte.

A-B B-A
’ 9
AZB AUB = zona wmbrita
ANB = zona wmbrita ANB = 525

Definitia reuniunii §i intersectiei de doud multimi poate fi extinsa la un numar
finit sau chiar infinit de multimi. Astfel,

n

Udg, =4 0..u4  Ud=4040... (3)
k=1 k=1

n

ﬁAszlmAzm... “)
k=1
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Fie 4c E. Numim complementara multimii 4 in raport cu £, multimea notata
C. A4 ,unde

CpA=E-A={x|xeEsixe 4| (5)

Proprietati:

. AnC A=0

2. AUC,A=E

3. Cp(Cpd)=4

4. C,(AUB)=CrANCyB
5. Cp(ANB)=CLAUCB

Ultimele douad egalitati poartd numele de relatiile lui De Morgan.

Diferenta simetrica a doud multimi 4 si B este multimea elementelor lor
necomune.

AAB=(A—-B)U(B—-4) (6)

A B

AAB



Proprietati:
1. AAB=(AUB)—(ANB)
2. AN =D

Produsul cartezian a doud multimi 4 si B este multimea de perechi (a,b), ae 4
sibeB.

Asz{(a,b)|aeA sibeB} (7)
Exemplu: 4={0,2,4,6,8} si B={1,2,3,4}

AU B={0,1,2,3,4,6,8}
{

ANB={2,4}
A-B={0,6,8}
B-A={13}
AAB ={0,1,3,6,8}

AxB:{(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4’4),}
(6:1),(6:2),(6,3)-(6,4).(8.1),(8,2).(8.3),(8.4

Proprietatile operatiilor cu multimi:

1. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt comutative:
AuB=BuUA, ANnB=BnNA, AAB=BAA
Diferenta si produsul cartezian nu sunt comutative.

2. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt asociative:

(AUuB)UC=4U(BUC)
(ANB)NC=4n(BNC) (8)
(AAB)AC = AA(BAC)

3. Intersectia este distributiva fata de reuniune:

AN(BUC)=(ANB)u(4nC) Q)



4. Reuniunea este distributiva fata de intersectie:

AU(BNC)=(AUB)N(4UC) (10)

O multime este finita dacd are un numar finit de elemente. Multimea locuitorilor
orasului Timisoara este finitd. Cardinalul unei multimi finite reprezintd numadrul
elementelor din acea multime. Vom nota cu cardA , cardinalul multimii 4.

Proprietati:
1. card(Av B) = cardA+ cardB — card (AN B) (11)

2. card(AuBuC)=cardA+cardB+cardC—card(AmB)—card(BmC)—card(AmC)+

+card (AN BN C) (12)
3. card(A—-B)=cardA—card (AN B) (13)
4. card (Ax B)=cardA - cardB (14)

Exemplu:

In anul intai sunt 1n total 25 de studenti. 14 dintre ei s-au inscris la cursul de matematica,
12 studenti sau inscris la cursul de chimie, iar 13 au participat la cursul de fizica generala.
6 dintre ei s-au nscris si la chimie si la fizica, 5 s-au inscris si la chimie si la matematica,
7 s-au inscris §i la fizicd si la matematica, iar 2 studenti s-au inscris la toate cele trei
cursuri. Cati studenti nu s-au inscris la nici un curs?

Reprezentam prin diagrame multimea M a studentilor care s-au Inscris la cursul
de matematica, respectiv multimile C si F ale studentilor care s-au inscris la chimie,
respectiv fizica. Din enunt rezulta ca:

cardM =14 cardC =12 cardF =13 card(M NC mF) =2

card(FmC)=6 card(CmM)=5 card(FmM)=7



card(MuCuF)=cardM+cardC+cardF—card(MmC)—card(CmF)—card(MmF)Jr
+card(MmCmF)

card(MUCUF)=14+12+13-5-6-7+2=23

In concluzie, doi studenti nu s-au nscris la nici unul din cele trei cursuri.

M

\/

F

Numarul submultimilor unei multimi cu » elemente este 2".

Exemplu: Submultimile multimii cu trei elemente {a,b,c} sunt:

D, {af, b}, {ejs {abj. {bic}, {ach, {abie]

O multime este infinita daca nu este finitd. Multimea numerelor naturale
N={0,1,2,3,...} este infinita.

Fie 4 si B doud multimi. Spunem ca exista o corespondenta unu-la-unu intre A
si B daca fiecare element din A este asociat cu un element din B astfel incat:
(1) elemente distincte din 4 sunt asociate cu elemente distincte din B
(i1) fiecare element din B este pus 1n corespondentad cu un element din 4.
In aceasta situatie spunem ca multimile 4 si B sunt echivalente si scriem A= B .

O multime infinitd se spune cd este numarabila dacd poate fi pusd in
corespondentd unu-la-unu cu multimea N a numerelor naturale. Orice multime infinita
contine o submultime numarabila.

Multimea numerelor rationale este numarabila, iar multimea numerelor reale nu
are aceasta proprietate.



1.2 Numere reale

Numerele ...,—2,—1,0,+1,+2,... se numesc numere intregi.

Numerele rationale se scriu ca o fractie de forma i£, unde p §i g sunt numere
q

intregi pozitive p>0 si g >0. Toate numerele rationale pot fi scrise, In urma unui
proces de impartire, in forma de fractie zecimala:

£:a0.ala2 (15)

q

unde ¢, este un Intreg pozitiv si a, (k =12,.. ) sunt cifre zecimale. Fractia zecimald din

dreapta relatiei (15) se numeste reprezentare zecimald a numdrului rational p/q.
Reprezentarea zecimala poate fi pusd sub forma unei serii infinite:

Reprezentarea zecimala poate fi una finita
P _ —
—=aq,00,...a, =o,aa,...ca,00... (am >O) (16)
q
sau una infinitd periodica

£:ao.ala2...amﬂl...ﬁkﬂl...ﬂk...:ao.alaz...am(ﬂl...ﬂk) (17)
q

Incepand cu pozitia m +1, un bloc finit de cifre S, ..., se repeta indefinit §i nu toate
cifrele S, sunt nule.

Prima forma cea finita, poate fi redusa la cea de-a doua impunand

£:050.051052...Otm_l(ozm ~1)99... (18)
q

De exemplu, 0.5=0.4(9)
3.5=3.4(9)
1.0=0.(9)



Pentru a demonstra ultima egalitate, se foloseste seria numita progresie geometrica:

N g =94
;aq _l—q’ |q|<1

-5 % decia=9 si g=L 9 _ 10 _
0.(9)= " deci a=9 si i=1 = ZIO”_ —=1

n=l1 n=1

Se vede ca aceasta serie infinitd are suma egala cu 1.

Pe langa fractiile zecimale periodice exista si fractii zecimale neperiodice, de
exemplu:

0.1010010001..., 0.121122111222..., ~/2=1.41... si numarul 7.

Definitie: Prin numar irational intelegem o fractie zecimald infinitd neperiodica arbitrara
a=0,.0,0,0;... (19)
unde ¢, este un intreg pozitiv si a, (k =1,2,...) sunt cifre zecimale.

Reuniunea numerelor rationale si irationale formeaza multimea numerelor
reale.

Prin conventie, multimea numerelor naturale, intregi, rationale si reale se
noteaza cu N, Z, Q si R respectiv.

Proprietatile numerelor reale

Multimea numerelor reale este o multime ordonatd de relatia <, care are
urmatoarele proprietati.

I. Proprietati de ordine:

I.1. Pentru orice pereche de numere reale a si b are loc una si numai una din relatiile:
a=b, a<b si a>b

[.2. Daca a < b si b <c,atunci a < ¢ (tranzitivitatea relatiei exprimate prin simbolul <)

1.3. Daca a < b, atunci exista un numar c astfel incat a <c <b.



Pe multimea numerelor reale, sunt definite operatiile de adunare i inmultire
astfel incat fiecarei perechi de numere reale 1i se asociaza in mod unic numerele reale
numite suma si produs.

IL. Proprietatile operatiilor de adunare i scadere:

II.L1.a+b=b+a, Va,be R comutativitate

2. (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b,ceR asociativitate
II1.3.a+0=a, VaeR

4. a+(-a)=0, VaeR

IL.5. a <b = a+c <b+c pentru oricare c real.

Ill.  Proprietatile operatiilor de inmultire si impartire:

III.1. ab=ba, Ya,b R comutativitate
11.2. (ab)c = a(bc), Va,b,c € R asociativitate
II1.3. a-1=a, VaeR

111.4. a-(ljzl, a+0
a

I11.5. (a + b)c =ac+bc, Ya,b,c e R distributivitate
I.6. a<b,c>0 = ac<bc.

Valori absolute pentru numere reale

Fie @ un numar real. Valoarea absoluta sau modulul lui a este egal cu a daca a
este pozitiv si este egal cu —a daca a este negativ. Valoarea absoluta a lui zero este zero.

Notam valoarea absoluta a lui a cu |a| si scriem

a,a>0

la| = (20)
—a,a<0

Inegalitatea |a| <& cu € >0, este echivalenta cu

—&g<a<+e (21)

Inegalitatea |a — b| < & este echivalentd cu

b-—e<a<b+e (22)



Proprietati:

. |a|>0 (23)
2.|a|=|q] (24)
3. |a-b|=|a|-|] (25)
4.%:%, b#0 (26)
5. la+b|<|d+|p| (27)

Intr-adevar,
- |a| <a< |a|
—|p| < b <|p|
—Qa|+|b|)£ a+b< |a|+|b|

6. |la| (b <|a -] (28)
Intr-adevar,
la| = |(a—b)+b| <|a—b|+|p]
jal = [p] <|a - 5]
|b| =|(b—a)+a| S|b—a|+|a| :|a—b|+|a|
—|a = b| <|a|-[p)
~|a—b|<|a|-[p[ <|a -b|
Jaf o] < |a — b

Dreapta reala

Numerele reale pot fi reprezentate si cu ajutorul dreptei reale. Consideram o dreapta,
pentru care fixam directia, originea O si distanta unitate e.

Figura 1.1 Dreapta reala



Fiecarui numar real ta (a > 0) 1 se asociazd un punct pe dreapta aflat la distanta a de

origine, In dreapta sau in stanga lui O , functie de semnul + sau semnul — din fata lui a.
Desigur, numarului @ = 0 1 se asociazad punctul arbitrar origine.

Definitie: Dreapta a carui puncte sunt in corespondentd unu-la-unu cu elementele
multimii numerelor reale se numeste dreapa reala.

Fie a si b doua numere reale (puncte) care satisfac inegalitatea a < b.
Cu ajutorul lor putem defini urmatoarele multimi numite intervale:

3

[a b| toate numerele reale x astfel incat a < x < b si se numeste interval inchis
(a,b
[a,b

toate numerele reale x astfel incat a < x < b si se numeste interval deschis

2

) toate numerele x reale astfel incat a < x < b si se numeste interval semideschis
(a,b] toate numerele x reale astfel incat a < x < bsi se numeste interval semideschis

si intervalele infinite:

a,+o0) multimea numerelor reale x cu x > a
a,+0) multimea numerelor reale x cu x> a

(

[

( ) multimea numerelor reale x cu x<b
( ] multimea numerelor reale xcu x <b
(

—o0 +oo)

Exercitii:

x-1<0.01 r+2]>3 Ssll=a e
Vecinatati

Fie x, un punct pe dreapta reald si 6 > 0 un numar real.
Un interval care-l contine pe x,se numeste vecindtate pentru x,. Intervalul

(x, — &, x, +J) care este simetric relativ la x, se numeste & — vecinitate pentru x, .



o— o Xg +d

Figura 1.2 8-vecinatate

o —vecindtatea lui  x, este multimea numerelor reale x care satisfac inegalitatea

|x—x0| < ¢ sauechivalentx, —d <x<x,+9.

Multimi marginite si nemarginite
Fie E o multime de numere reale. Multimea £ se numeste:

a) marginita superior daca existd un numar b astfel incat x <b,Vx e E

b) marginita inferior daca exista un numar « astfel incat a < x,Vx e E

c) marginita daca E este marginita superior si inferior, adica daca exista a si b astfel
incat a<x<bh,Vxe E. Mai mult, multimea E este marginitd dacd E este
continuta in intervalul inchis [a,5].

Exemple:

E = (—o0,1] este marginita superior
N multimea numerelor naturale este marginita inferior

O multime care nu este marginitd superior (inferior) se numeste nemarginita superior
(inferior) .

Exemplu: N este nemarginita superior.

Supremum si Infimum

Fie £ o multime de numere reale marginitd superior, adicd existd un numar b
astfel incat x <b,Vx € E. Numarul b se numeste majorant pentru E. Orice numdr mai

mare decat b este si el majorant pentru E.



Definitie:
Numarul M se numeste supremum pentru E daca au loc:
(i) Vxe E,x<M

(ii) pentru orice &> 0, oricat de mic, existd un numar x" € E astfel incét
M—-c<x"<M.

Cu alte cuvinte, supremum pentru multimea £ este cel mai mic majorant al multimii E.
Notam M =sup E . Daca E este nemarginita superior, sup £ = +o.

Fie £ o multime de numere reale marginita inferior, adica existd un numar a
astfel Incat a < x,Vx € E. Numarul a se numeste minorant pentru E. Orice numar mai

mic decat a este i el minorant pentru E.
Definitie:
Numarul m se numeste infimum pentru E daca au loc:

(1) Vxe E,x>m
(ii) pentru orice & >0, oricdt de mic, existd un numar x" € E astfel incat
m<x'<m+eg.

Cu alte cuvinte, infimum pentru multimea £ este cel mai mare minorant al multimii E.
Notam m =inf £ . Daca E este nemarginitd inferior, inf £ = —c0 .

Exemple: E=[a,b]= infE=a supE=b
E=(a,b)= infE=a supE=h

Observatie: Supremum si infimum apartin multimii in primul exemplu §i nu apartin
multimii in al doilea exemplu.

Exemplu:

,...,l,...} inf £=0 supE =1
n

Teorema: Orice multime nevidd de numere reale care este marginitd superior are
supremum §i orice multime nevidd de numere reale care este marginitd inferior are
infimum.



1.3 Siruri de numere reale. Limite de siruri

Fie o lege de corespondenta care asociaza la fiecare numar natural » =1,2,... un
numar real a,. In acest mod am definit un sir de numere reale a,,a,,...,q,,... sau pe

scurt un sir {a, }. Numerele a,,a,,...,a,,... se numesc termenii sirului.

Exemple:

) n—1 1 2 n—1
1 =0,—,—,..., e 29
o [0 2 o

Definitie: Un numir 4 se numeste limita sirului {a,} daci, pentru orice numir & >0,

existd un numar natural NV (dependent de ¢ ) astfel incat inegalitatea
a,—Al<e (30)

are loc pentru Vn > N .

Notatie: 4=lima, sau a, — A si spunem ci sirul {a, } converge la A.

n—>0 n—>0

Folosind simboluri logice putem rescrie definitia limitei astfel:

lima, =4 < Ve >0,AN,Vn> N =

n—>0

a,—A<e (31)



Notiunea de limita este usor de interpretat daca asezam termenii sirului {an} pe dreapta
reala:

Figura 1.3 Interpretare geometricd pentru convergenta sirului

Inegalitatea |an - A| <¢ este echivalentd cu inegalititile A-&<a, <A+¢, adicd

termenii sirului se afld in & —vecinatatea lui 4. Cu alte cuvinte, 4 este limita sirului {a, }
daca, pentru orice ¢ —vecindtate a lui 4, existd un numar natural N astfel Incat toti
termenii sirului @, cu n> N sunt continuti in aceasta orice & — vecindtate a lui 4, adica
in intervalul deschis (A —&, A+ g). De observat ca numarul finit de termeni a,,a,,...,a,
se pot afla in afara intervalului (4-&,4+¢), acestia necontand la stabilirea
convergentei.

Sirul care are toti termenii egali cu numarul 4 se numeste sir stationar si are
limita A.
Un sir se numeste convergent daca are limita finitd si este divergent in caz

contrar.
Exemplu:
o n+l . . . . .
Fie sirul {an} cu termenul a, = ——. Desigur, pentru valori mari ale lui » fractia se
n
apropie de numadrul unu.
n+1 1
=1+ (32)
n n
Atunci putem presupune ca

n+l

lima, =lim

n—»0 n—»0 n

1 (33)

Pentru a demonstra aceasta limitd, consideram un & >0 arbitrar si aratam ca 3N astfel
incat Vn > N sd avem

—4=1<g (34)

n

n+l1

a, —1|=

n



o . 1 . 1 . . <
Din inegalitatea — < ¢ obtinem »n > —. Atunci, pentru orice numdr natural N care
n £

1 . . 1 . : S
excede pe — si pentru toti n> N are loc —<¢&, adica relatia (34) este adevarata.
£ n

Conform definitiei limitei, avem lima, =1.

n—>x0

Observatie:
In general numarul N este dependent de ¢, adicda N = N (5) In exemplul precedent, daca

g€ =0.1, putem considera N =10 sau cu orice numar mai mare decit 10. Daca ¢ =0.01,
atunci N =100 sau cu un numar mai mare decat 100.

Numarul N din definitia limitei nu este definit in mod unic de catre &, in sensul cd daca
inegalitatea din definitie are loc pentru n > N, atunci ea are loc si pentru toti n > N, cu

N, > N,. In demonstrarea convergentei unui sir este suficient sd alegem un numar N
astfel incat |an - A| < & pentru orice n > N . Nu este necesar sa-1 determinam pe cel mai

mic N care satisface aceasta conditie.

Exercitii:

< . n+1 o]
O Sa se arate cd sirul cu termenul general a, = P are limita 3
n+

2

< < n RO S
O Sa se arate ca sirul cu termenul general a, =270 are limita 3 Sa se

n-+2

. . . . : U | :
determine rangurile de la care incepand toti termenii sirului diferd de 5 cu mai

) 1 1
putinde —, —.
10" 100
2
O Sa se arate ca lim 3 =0
noe 41

§ L 2"+ (-2)

O Sa se arate ca 11m3—n =

Teorema 1 (Criteriul de convergenta Cauchy)
Pentru ca sirul {an} sd fie convergent este necesar si suficient ca pentru orice € >0 sa

existe numarul natural N astfel incat Vun > N, Vim > N
ja, —a,|<& (35)

Un sir care satisface enuntul acestei teoreme se numeste sir Cauchy.



Alta formulare pentru criteriul Cauchy:

Ve>0, 3N (¢) ai. Vn> N, VpeN avem ‘a —an‘<e

n+p
Exercitii:

O Sa se demonstreze convergenta pentru sirurile:

COSX COS2x coSs nx
= t— .t
3 3 3
_ 1 1 1
an— +?+3—2+...+?

[0 Sa se arate ca sirul urmator este divergent:

1 1 1
a, =l+—+—+...+—
2 n

Teorema 2 (Unicitatea limiter)

Un sir {a, } nu poate avea doua limite distincte.

Demonstratie: Fie A o limita a sirului {a,} si fie B# 4. Pentru a demonstra ci B nu
poate fi limitd pentru {an }, consideram un ¢ atat de mic incat ¢ —vecindtatea lui 4 si

& —vecinatatea lui B sa nu se intersecteze. De exemplu, putem considera & = |B - A| / 3.

| |
] h ' /

A- 2 A+ g B-g B+§

Figura 1.4 unicitatea limitei

Deoarece 4 =lima,, doar un numar finit de termeni a, se pot afla in afara intervalului

n—>x0

deschis (4—&,4+¢). Atunci, intervalul deschis (B—&,B+¢&) contine cel mult un

numdr finit de termeni a, si deci B nu poate sa fie limita pentru sirul {a, }.



Siruri marginite

Un sir {a, } se numeste:

a) marginit superior dacd existd un numdr M astfel incat a, <M, Vn.

b) marginit inferior daca existd un numar m astfel incat a, >2m, Vn.

c) marginit daca {an} este marginit superior si inferior, adica daca existd numerele m si

M astfel incat m < a, < M pentru Vn.

Observatie: Toti termenii unui sir marginit sunt continuti in intervalul Inchis [m,M ] de
pe dreapta reala.

Exemple: Sirul {n}: 1,2,3,...,n,... este marginit inferior

n+1 1 .
=14 — este marginit deoarece 1<a, <2, Vn.
n n

Sirul {a,} cu a, =

Alta definitie a marginirii: un sir {an }este marginit daca existd un numar K >0 astfel
incat

la,| <K, Vn (36)
Folosind simboluri logice putem rescrie aceastd definitie:

{a, jmirginit < 3K >0, Vn |a,|<K

{a, }nemarginit < VK >0, 3n |an| >K

Exemplu:
Aratati ca sirul {2”} este nemarginit.

Intr-adevar, pentru VK >0, Jn astfel incat 2" > K, adica n > log, K . Atunci, sirul {2”}
este nemarginit.

Definitie: Un sir se numeste divergent la oo si scriem lima, = dacd, pentru orice

n—>0

M >0, oricat de mare, existi un numar N = N(M ) astfel incat:



>M, Vn>N

an

Un sir {a,} astfel incat VM >0, 3N Vn>N, a, >M (a, <—-M) este divergent la
+ 00 (saula —o0). In aceste situatii scriem

lima, =+ (lima, =-)

n—>0 n—»0

Teorema 3: Orice sir {a, | convergent este marginit, adica exista numerele m si M astfel
incat
m<a, <M, Vn

Demonstratie: Fie A=1lima, sifie ¢ >0 un numdr arbitrar. Atunci existd N astfel incat
n—0

intervalul deschis (4—¢&,4+¢) si contind toti termenii a, cu n>N si a,,a,,...,a,
sunt singurii termeni ai sirului ce se pot afla in exteriorul intervalului :

Figura 1.5 Dispunerea termenilor sirului convergent

Astfel, in exteriorul intervalului existd doar un numar finit de termeni si alegem a ca
fiind egal cu cel mai mic dintre acestia, iar @ cu cel mai mare dintre acestia. Consideram:

m=min{@, 4 - &}
M =max{a, 4+ ¢}

Atunci, intervalul inchis [m,M ] contine termenii a,,d,,...,a, $i intervalul deschis

(A—&,A+¢). Deoarece toti termenii sirului @, cu n>N sunt in intervalul

(A—¢,A+¢), atunci intervalul inchis [m, M ] contine toti termenii sirului {a,}. Rezulta
ca sirul este marginit.

Observatie: Teorema 3 spune ca marginirea este o conditie necesara pentru convergenta,
insa aceasta nu este si suficienta.



Exemplu: Sirul
1,0,1,0,1,... (37)

este marginit dar nu este convergent.

Pentru a ardta ca sirul dat este divergent presupunem contrariul, adica sirul (37) are limita
A. Atunci pentru orice ¢, de exemplu & =1/4, existd N astfel incat

a,—A < %, Vn> N
Adica trebuie s aiba loc
0-d=|d< si -4<t  vasN
4 4

= 1=|1—A+A|s|1—A|+|A|<l+l=l absurd
4 4 2

Presupunerea noastrd de convergenta este falsa. Sirul este divergent.

Operatii cu siruri convergente
Teorema 4: Fie {a,} si {b,} doua siruri convergente la 4 si B respectiv, adica

lima, = 4 limb, =B

n—o0 n—®0
Atunci urmatoarele limite exista:

lim(a, +b,)=lima, +limb, = A+ B (38)

n—»0 n—>0 n—»0

lim(a, —b,)=lima, —limb, = 4— B

n—x0 n—o0 n—>x0

lim(a, -b,) = lima, -limb, = 4- B

n—»0 n—»0 n—>0

lima, 4
lim—* =22*—=— dacd b, # 0 pentru orice n si limb, #0.
e b limb, B o

n—>x0

Demonstram doar prima operatie cu limite de siruri.



Demonstratie: Fie & >0 un numdr arbitrar. Deoarece lima, = 4,

3N, astfel incét |an - A| < g, Vn > N, (39)

Similar, deoarece limb, = B

3N, astfel incat |bn - B| <§, Vn>N, (40)

Consideram N =max {N,,N,}. Atunci pentru Vn > N are loc:

(a,+b,)~(4+B) =|(a, - 4)+ (b, B)|<|a, - 4]+

bn—B|<£+£=g
2 2

Astfel,

Ve>0 3N al Vn>N :>‘(an+bn)—(A+B)‘<e

Cu definitia limitei, rezultad ca A+ B este limita sirului {a, +b,}.

Regula clestelui: Fie {a,}, {b,} si {c,} trei siruri de numere reale care verifica
inegalitatile:

a,<b,<c,, VneN"
Daci {a,} si {c,} sunt convergente la acelasi numar A4, atunci si {b,} este convergent la
aceeasi limita 4.

Exerecitii:
O Fie sirul:
an +an' +.. . +a,
a =

n 14 p-1
B’ + B+ + B,
0, k<p

< < a,
Sd se arate ca lima, =y—, k=p

n—>0 0
o0, k>p

1+2+3+...+n
2

O Calculati: lim

n—0 n



2 n
< ... N .. n )
O Séasearatecd im—=0, lim—=0, lim—=0

n—w ) n—»wo pl n—»o pl

O Calculati limitele sirurilor cu termenul general:

a, =i (\n+1-n) g =t

n = 3n+1 +5n+1
Siruri monotone

Un sir {a,} se numeste:
a) crescator daca a,<a,<...<q,<a,, <
b) descrescator daca a, >2a,>...2a,2>a,, >

¢) monoton dacd {a,} este fie crescator fie descrescator.

Un sir {an} crescator este marginit dacd este marginit superior, adicd daca existd un
numar M al.a <M, Vn si toti termenii sirului sunt continuti In intervalul inchis
[al,M ]

Un sir {a,} descrescator este marginit dacd este marginit inferior, adica dacd existd un

numar m a.i. a, >m, Vn si toti termenii sirului sunt continuti in intervalul inchis [m,q,].

Teorema 5: Orice sir monoton i marginit are limita.

Demonstratie:
Deoarece sirul {an} este marginit, termenii sirului formeazad o multime care are

supremum si infimum. Fie M supremum pentru multime si ardtam cd lima, =M cu

n—>0
conditia ca sirul sd fie crescator.
Din definitia lui supremum pentru Ve >0 existd a, a.l.

M-¢<ay, <M
0<M~-a,<e¢
Deoarece s-a presupus {a, } crescator avem

0<M-a,<M~-a,<e, Vn>N



0<M~-a,<g, Vn>N

an—M|<£, Vn>N

Ceea ce stabileste ca M este limita sirului {a, }.

In mod asemindtor se poate ardta ¢ lima, =m cu conditia ca {a,} si fie descrescator si

n—>x0

marginit i m sd fie infimum pentru multimea termenilor.
Observatie: Pentru ca un sir sa fie convergent nu este necesar ca sirul sa fie monoton.

Exemplu:

n+l
Sirul (—) nu este monoton dar converge la zero.
n

Lema Cantor

Fie sirul de intervale inchise
o,=[a,b,], n=12,..

al o,,

co,, n=12,...s1 d,=b,—a, >0 pentru n—>oco. Atunci existd un singur

punct care apartine la toate intervalele o, .

Lema Cantor se refera la proprietatea numerelor reale de a umple dreapta reald fard a lasa
goluri pe aceasta.



1.4 Functii de o variabila. Definitii

Functia este un obiect matematic care determind si este complet determinat de
urmatoarele elemente:

X o multime de numere reale x si o lege, o reguld care asociaza la fiecare numar
x € X un numdr real y. In acest fel ca am definit o functie pe X si scriem

y=fx) sau y=)x), xeX (1)
Multimea X se numeste domeniu de definitie al functiei, iar multimea Y a valorilor y pe
care le ia functia, se numeste domeniu de valori sau codomeniu. Domeniul de definitie se
noteaza si cu D(f).

O functie este bine definitad dacd sunt date:

(1) domeniul de definitie X
(i1) o regula care asociaza la fiecare x € X o valoare bine determinatd y = f (x)

Doui functii f si g sunt egale daci D(f)=D(g) si identitatea f(x)= g(x)
riméne adevirati pentru toti x € D(f)= D(g).

Exemple de functii:

a) un sir {an} este o functie definitd pe multimea numerelor naturale f:N —> R,

astfel
f(n)=a,, neN
1, x>0
b) y=sgnx=:0, x=0 (2)
-1, x<O0

Domeniul de definitie: (— oo,+oo)
Domeniul de valori: {~1,0,+1}



+1

Figura 1.5 f(x) = sgn(x)

¢) y=[x] unde x este un numir real si [x] este cel mai mare intreg care nu-l excede

pex. Domeniul de definitie: R
Domeniul de valori: Z

Figura 1.6 f(x) = [x]



Reprezentari pentru functii
O functie poate fi specificatd printr-o formuld, printr-un grafic sau printr-un
tabel. Respectiv, vom vorbi despre o reprezentare analitica, grafica sau tabelara.

a) reprezentarea analitica O functie y = f (x) este reprezentata analitic dacd este
definitd printr-o formuld care specificd la ce operatii trebuie supus fiecare xeD( f )

pentru a obtine valoarea functiei in acel punct, notata cu y.
De exemplu, functiile

X
y=— pentru x € (—o0,+o0)

y=+1-x* pentru x € [~ 1,+1]

sunt reprezentate analitic.

Observatie: Nu orice formula defineste o functie. De exemplu:

y:\/l—x2 +\/x2 -4

nu defineste o functie deoarece pentru orice numar real x cel putin un radical nu are valori
reale.

O functie poate fi definita prin formule diferite pe portiuni diferite ale domeniului
de definitie.
De exemplu, presupunem ca un tren pleaca din statia 4 la momentul # =0 si parcurge
timp de 24, cu viteza 100km/h , distanta pana la statia B, unde stationeaza o ora. Apoi,
parcurge o altd distantd timp de 3h, cu viteza 80km/h. Functia s = f (t) care exprima

pozitia trenului, masuratd in kilometri, fatd de statia 4, la momentul ¢, este definita pe
portiuni cu trei formule distincte:

100z, t€[0,2]

f(r)=1 200, te(23] (3)
200+80¢, 1e(3,6]

b) reprezentarea grafica Graficul unei functii y = f (x) se obtine desenand punctele cu
coordonatele (x,y) unde x trebuie sa fie in domeniul de definitie a lui f'si y= f(x).



Y codomentul hu
f(x D} = —
- dotnentul hn £
O X 0 X
Figura 1.7

Spunem ca o functie are reprezentare grafica daca este specificatd prin graficul ei.

Observatie: Nu toate functiile pot fi reprezentate grafic. De exemplu, functia Dirichlet

B 1, xeQ
f(x)_{o, xeR-Q @

nu admite reprezentare grafica.

¥
}"2 ______________ f(x)=ax+b
}"2 - }1
y
A |
b / IR !
..-"""’fp‘ I l
[ I
O X X X

1 o2
Figura 1.8 f(x)=ax+b

Caz particular: Functia liniard este o functie definita analitic de formula:

f(x)zax+b



in care a s1 b sunt constante. Graficul acestei functii este o dreapta. Constantele a si b
sunt panta dreptei si intersectia cu axa Oy (ordonata). Reciproc, orice dreapta care nu este
verticala (paraleld cu axa Oy) este graficul unei functii liniare. Dacd cunoastem doua
puncte de pe dreapta (x;,y,) si (x,,y,), atunci putem calcula panta dreptei:

Yo =N

a=——-

Xy =X

c)reprezentare tabelara O functie poate fi specificatd printr-un tabel. De exemplu, daca
masuram temperatura aerului la fiecare ora, timp de 24 de ore, atunci fiecarui moment de
timp ¢ =0,1,2,...,24 1i corespunde un numar 7.

Notam functia astfel obtinuta 7' = f (t)

Exerecitii:

Sa se stabileasca domeniul maxim de definitie al functiilor:
x*—4x+3
A e e f(x)=lg[lg(3-x)-1]

1.5 Limita unei functii intr-un punct

Conceptul de limita este fundamental in analiza matematicd. Limita unei functii
intr-un punct este o generalizare a limitei unui sir de numere. In esenta, functia f are
limita 4 in punctul x,, dacd pentru orice punct x suficient de apropiat de x,, imaginea lui

x prin functia £, este suficient de apropiata de 4. Cu alte notatii:

f(x)—> 4 atuncicand x - x,



Exmplu:
Daca f(x)=x+3, atunci lim f (x)=7, deoarece daca inlocuim numere apropiate de 4 in
x—>

functie, atunci f(x) va fi aproape de 7.

In cele ce urmeaza vom da definitia riguroasa a limitei unei functii intr-un
punct. Aceasta e greu de digerat, dar dupa exemple va deveni mai umana.

Definitie: (Cauchy) Fie f (x) o functie definita pe o vecindtate Q a punctului x,, cu o
posibild exceptie In x,. Atunci, un numar 4 este limita functiei f (x) in punctul x,, daca
pentru Ve > 0, oricat de mic, 36 > 0 (dependent de ¢ ) astfel incét

1f(x)-4<e (5)

pentru toti x cu |x—x0|<5 s1x#Xx,.

Notatie: lim f(x)= 4

X—)Xo

Cu simboluri logice , definitia limitei poate fi rescrisa:

lim f(x)=4 < Ve>0, 35()>0, Vx,x#x,, |x—x0|<5 = |f(x)—A|<€

x—)xo

Observatii:
O In definitia data apare valoarea absoluta, deoarece |x - y| inseamna distanta dintre

punctele x si y pe dreapta reala. |x - X,

<0 inseamnad ca distanta dintre x si x,

este mai mica decat S .

O Cesunt ¢ si J in aceasta definitie? Cantitatea ¢ ne spune cat de aproape vrem
sa fie f(x) de limita 4, iar cantitatea 5 ne spune cét de aproape de x, trebuie

sa-1 alegem pe x ca sd obtinem acest lucru. Ca sda demonstram ca lim f (x) =4,

alegem ¢ si-l determindm pe &.
Exemplu:

fx)=2x+3  x,=1 limf(x)=5

x—1



Intr-adevar, fie & > 0 un numar arbitrar. Inegalitatea din definitie este
(2x+3)-8<e < |2x-2<e < 2x-l<e < |x—1|<§

Consideram &(g)=&/2 si avem |x —1| <6 = | flx)- 5| < ¢. Asfel, conform definitiei,
numarul 5 este limita functiei f (x) =2x+3 in punctul x, =1. Pentru orice £>0, avem

5(¢)=¢/2 care pentru |x - 1| < 6 ne garanteaza |(2x +3)- 5| <¢g.
Interpretare geometrica pentru limita unei functii intr-un punct:

Fie o functie f (x) specificatd printr-un grafic, astfel incat valorile lui f (x) sunt
egale cu ordonatele punctelor curbei M;M pentru x < x, si cu ordonatele punctelor curbei

MM, pentru x > x, . Fie f(x,) egal cu ordonata punctului N.

Presupunem graficul lui f (x) obtinut din curba buna M;MM;, inlocuind
punctul M cu N.

Vom arita ci functia f(x) are limita in punctul x, egald cu numarul 4, ordonata
punctului M.

Intr-adevar, fie £ >0 un numar arbitrar, oricat de mic, si fixam punctele
A-¢, A, A+¢ pe axa y. Fie P si Q punctele de intersectie ale graficului lui f (x) cu

dreptele y=A—¢ s1 y=A+¢ si fie x,—h si x,+h, (h >0,h, >0) abscisele
punctelor P si Q.

Pentru orice x # x, din intervalul (x, —A,,x, +4,) valoarea functiei f(x) se

aflaintre A—¢ si A+ ¢, adica
A-s< f(x)<Ad+¢
Fie & = min{k,,h, }. Atunci, intervalul (x, — &, x, + &) este continut in (x, —%,,x, + 4, ).

In concluzie, inegalitatea A4—& < f(x)< A+&, echivalenti cu | flx)- A| <&
este garantatd Vx,x # x, din intervalul (x, —&,x, + &), adicd Vx care verific conditia

0< |x - x0| < ¢ . Conform definitiet,



= lim f(x)=4

X—)XO

Remarca: Functia y = f (x) are limita A4 1n punctul x, daca pentru orice banda, oricat de
ingusta, dintre dreptele y=4-¢ si y=A+¢, existd o >0 astfel Incat graficul lui
y = f(x) se afla in banda pentru orice x # x, din & — vecinatatea lui x, .

Figura 1.9

Exercitii: Folosind definitia limitei Intr-un punct, sa se demonstreze ca:

limx® =0 lim(2x+1)=6
x—0 x%é
2

Alt exemplu:
f(x):x2 x, =1 limf(x):l

x—1

Ve>0, 35(¢)=2, Vrxzl, |x-1]<6 = |¥'-l|<s



In demonstrarea acestei limite, se pune problema cat de mic trebuie sa fie |x —1| pentru a

garanta ‘xz - 1‘ < & . Incepem cu estimarea diferentei ‘xz — 1‘ :
o =1 =|(x 1) (x+ 1) =[x 1] [x+1]

Pe masura ce x se apropie de 1, factorul |x—1| devine mic, si daca factorul |x+1| ar fio

constantd (de exemplu 2 ca in exemplul precedent), atunci am putea determina pe o ca
mai inainte, prin Impdrtirea lui € cu constanta.

Printr-un truc putem inlocui factorul |x+ 1| cu o constantd. Anume, totdeauna alegem pe

0 astfel incat o <1. Daca facem asta, atunci vom avea:
[x—1|<5<1, adica |x—1/<1
iar 0 < x < 2. Atunci,

o =1 = =1]-[x+1] < 3[x—1]

- - . . - 2 . - o .
Dacd vrem sa fim siguri ca ‘x —1‘<5, atunci acest calcul aratd cd ar trebui ca

3|x—1|<8, adica

v-]<5e

.. 1 . .o < <
Astfel ar trebui sa alegem o Sgg. Si sd nu uitdm sa alegem un o6 <1. Dacd am

: 1 . . | S .
considerat un ¢ pentru care 58 >1, atunci alegem 6 =1 in loc de J = Ee. In concluzie,

o= min(l,lgj
3

Am ardtat astfel cd daca alegem 0 1n acest mod, atunci |x—1| <0 garanteaza ‘xz —1‘ <ég,

vom alege:

pentru orice alegere a lui €.

Observatii:

1) In general, valoarea lui & depinde de &, adica & = J(¢).



2) Atunci cand determindm limita unei functii intr-un punct x,nu tinem cont de ce
se Intdmpla in punctul x,.

Limita functiei f (x) in punctul x, este independenta de valoarea functiei in
punctul xy. Mai mult, functia poate sa nu fie definita in x,.

Orice doud functii egale pe o vecinatate a lui xy, cu o posibild exceptie in xy,
unde acestea pot fi diferite sau chiar nedefinite, au aceeasi limitd pentru x — x, sau nu
au limita.

Numarul limitd A4 furnizeazd informatii despre comportarea functiei intr-o
vecindtate a punctului xy.

Exemple:

1) lim>
x>0 x

f(x):izl , Vx # 0 sinueste definitd in x =0
x

Din definitia limitei functiei in punctul x =0, punctul x = 0 este exclus.

—  limX=liml=1

x—0 x x—0

2
2) lim>—2

-2 x—2

x° -4 . A
f(x)= 5 =x+2, Vx=#2 sinuestedefinitd in x =2
x [—
Din definitia limitei functiei in punctul x =2, punctul x =2 este exclus.
2

= lim™ 2 —lim(x+2)=4

x=2 x — x—2

X%, x#0

3) lim f(x) unde, f(x)={1 .
x—0 , X =



4 4
¥
2 —]
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x
-3 o
-4
Figura 1.10

Functia g(x) =x’, xeR este egali cu f(x) peste tot, mai putinin x =0 si limx* =0

x—0

= 111r01 f(x) = lir% g(x) =0

Definitie: (cu siruri) Fie f (x) o functie definitd pe o vecinatate 2 a punctului x,, cu o
posibila exceptie in x,. Si fie {xn} cu x, € Q si x, #x,, un sir de numere convergent la
Xp. Atunci, un numdr 4 este limita functiei f (x) in punctul x, daca pentru orice sir
{x,} = x,, sirul corespunzitor imagine {f(x,)} converge la 4.

Exemplu: f(x)=sin (lj definitd pe R—{0}
X



-0.3 0z 0.4 0.4

Figura 1.11 f(x) = sin[lj
x

1 .

x,=— >0 flx,)=sinnz =0
nﬂ'n—)oo

xil:;—)O f(x;)=sin(£+2n7rj=1
T n—w 2
5+2n7r

Am considerat doud siruri {x,} si {x'} convergente la x,=0 pentru care sirurile
corespunzitoare imagine au limite diferite {f(x,)}—>0 si {f(x!)}—>1. Conform

definitiei cu siruri, rezultd cd functia nu are limita in x, =0.

Teorema 1: Fie f(x) o functie care are limita in punctul x,. Atunci limita este unica.

Definitie: O functie f (x) este marginita pe o vecindtate a unui punct x, daca exista
numerele M >0 si 6 > 0 astfel incat

|f(x}£M, Vx e (x, - 8,x, +6) (6)



vecinatate ipecare functia este definita.

Teorema 2: Fie f(x) o functie care are limita finita in x. Atunci, f(x) este marginita pe
o vecinatate a lui xy, adica IM >0 si 36 > 0 astfel incat

|f(xM£M, Vxe(x0—5,x0+5)

Demonstratie:

Fie lim f(x)=4 = V&>0 deexemplu =1, 35 >0 astfel incat

X=X,

|f(x)—A|<l pentru x # x, si|x—x0|<§
Dar,  1>[f(x)-dz|f(x)-|4|z|rGx)-|4 = [fl)<]a]+1

Fie M =|A|+l daca functia nu este definitd in xy s1 fie M = rnax{[A|+1, f(x())} daca

functia este definitd in x.

= |f(xMSM, Vx e (x, - 8,x, +6)

Observatie: Conform teoremei 2, existenta limitei finite a unei functii implica marginirea
acesteia. Reciproca nu este totdeauna adevarata, adica o functie poate sd fie marginitd pe

. ) . e e (1
o vecinatate a lui xy dar sd nu aiba limitd in xy,. De exemplu, f (x)=sm(—} este
X

1
sin —
X

marginitd pe o vecindtate a lui x, =0 deoarece <1,VxeR, x#0 dar f(x) nu

are limitd in x, =0.

Limite §i inegalitati
Urmeaza doua teoreme care compara limitele a diferite functii.

Teorema 3: Fie f(x)<¢(x), VxeQ, Q o vecindtate a punctului xy , cu o exceptie

posibila in x, si presupunem ca f (x) si (o(x) au limitd in xy . Atunci:

lim f(x) <lim (p(x)

x—>x0 X—)XO



Caz particular: f(x)=0 In acest caz teorema precedentd spune cd daca ¢(x) este

pozitiva, atunci si limita sa va fi pozitiva.

y
|
+1(x )
o
\:‘_/}: \PH}
|
/T\’:f{ x)
|
|
0 IKD X

Figura 1.12

Teorema 4 (sandwich): Fie ¢(x)< f(x)<w(x), VxeQ, Q o vecinitate a punctului
X9, cu 0 exceptie posibild in x si presupunem ca ¢(x) si y(x) au limita 4 in xo. Atunci

si f (x) are limita 4 In xy .

¥y
y="T"(x)
y=1(x)
|
| — i
| =Y
|
|
|
|
0 ! X X

Figura 1.13



Exemplu:
o@)=-h e L] w)l

| < xeos— <]
X

lim (—|x[) = lim|x| = 0

x—0 x—0

) 1
= limxcos—=0
x—0 X

Observatie: Limita functiei cos— pentru x — 0 nu existi. Inmultind functia cu x situatia

se schimba.

Figura 1.14 f(x) = xcos(l]

X



1.6 Limita unei functii cand variabila tinde la infinit

Fie f (x) o functie definitd pe toata dreapta reald sau pentru x cu |x| >K cu

K >0 astfel incét sa putem calcula valorile functiei pentru x oricat de mare.

Definitie: Spunem ca numarul 4 este limita functier f (x) cand x tinde la infinit si

scriem

lim f(x) = 4

X—>00

dacd V& >0 existd un numir N >0 a.i. ‘f(x)—A‘ <& pentru Vx cu [x|> N .

Cazuri particulare:

lim f(x)=A<Ve>0,3N>0 ai |f(x)-4|<evrx>N

X—>+00

lim f(x)=A4<Ve>0,IN >0 ad. |f(x)-4|<evx,x<-N

X—>—0

Interpretare geometrici: lim f(x)=A inseamnd, fiind data o banda, oricat de ingustd,
X—>+0

intre dreptele y=A—¢ si y=A+¢, existd o dreaptd x=N >0 a.i. pentru toti x> N
graficul lui y=f (x) sa fie continut in banda. Spunem cd curba y=f (x) tinde

asimptotic la dreapta y = 4 pentru x — +o0.

A+S
A

A

Figura 1.15



Exemplu:

f(x)=—

x*+1

lirgf(x) =0

-4 -
1
x*+1

Figura 1.16 f(x) =

Exerecitii:

lim X _ g lim £ = 40

D x>+ x"

Sa se calculeze urmatoarele limite:

lim (\/x2+1—x) lim x(\/x2+1—x) lim (\/1+x+x2 —\/1—x+x2)

X—>+00 x—>to0 X—>+0

lim
x—0

Yl+x -1
X



1.7 Notiunea de infinitezimal

Fie (x) o functie definita pe o vecinatate ( a punctului xy, cu o posibilad exceptie in x.

Definitie: Functia «(x) este o functie infinit micd sau un infinitezimal, pentru x — x, daca
a(x) are in punctul x limita zero, adicd lim a(x)=0.

X—>X0

Exemplu: o(x)=x—1 este un infinitezimal pentru x — 1, deoarece lim(x —1)=0

x—1

Figura 1.17 a(x)=x-1

Altd definitie: o(x) infinitezimal, pentru x >x, < Ve>0, 35>0 astfel incat |a(x)<e

pentru Vx,x#xo §i |x—xo[<5.

Observatie: Analog, pot fi definiti infinitezimali pentru x — . De exemplu:



. o .1
O alx)= 1 , x#0 este un infinitezimal pentru x — o, deoarece lim—=0
X

X0 X

Figura 1.18 a(x)= 1

X
O a(x)=e™ este un infinitezimal pentru x — +o0, deoarece lim e =0

X—>+0

-4 -

Figura 1.19 a(x)=e™



Infinitezimali. Proprietati.

Teorema 1 Dacd a(x) si B(x) sunt infinitezimali pentru x — xo, atunci si suma a(x)+ B(x)
este infinitezimal pentru x — x,.

Teorema 2 Dacid «a(x) este un infinitezimal pentru x—x, si daci o functie f(x) este
mirginitd pe o vecinitate a lui xy, atunci produsul a(x)f(x) este un infinitezimal pentru

X —>Xg.

. (1 . ..
Exemplu: Functia y = xsin (—j , x=0 poate fi considerati ca un produs de functii a(x)=x
X
st f (x) =sin (—J . Functia a(x) este un infinitezimal pentru x -0 si f (x) este marginita pe
X

. . . . ! . ..
orice vecinatate a punctului x=0. Atunci, cu teorema 2, y=xsin— este un infinitezimal
X

pentru x — 0 si are loc
lim x sin (lj =0
x—0 X

1.5 5
1.0 1

0.5+

X

A
—ll.ﬁl - I—ll.EII - I—E;.jl I tg:‘Jl'v .Elfﬁl - Il.lEll - Il.lj

-0.5

-1.0 +

-15-

Figura 1.20 y = xsinl
X



Remarca: Dacd o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd o functie f(x) are
limita finitd in x,, atunci produsul a(x)f(x) este un infinitezimal pentru x — x,.

Teorema 3: Daci o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si daci o functie f(x)
are limitd nenula in x,, atunci raportul «(x)/f(x) este un infinitezimal pentru x — x.

Observatie: Conditia lim f(x)#0 din teorema 3, este esentiald.

Exemplu: o(x)=x f(x)=x>

a(x) infinitezimal pentru x — 0
f(x) are limitd nuld in x=0, adicd f(x) este un infinitezimal pentru x — 0

a(x)

1 . .
=—, x#0 nu este un infinitezimal pentru x - 0.

X
flx) x* x

Observatie: In general, raportul a doi infinitezimali nu este un infinitezimal.

1.8 Notiunea de infinit

Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe o vecindtate a punctului xo, cu o posibild exceptie in
xo. Functia f (x) este infinita pentru x — x,, dacd pentru orice numdr M >0, oricat de mare,

existd un numar o > 0 astfel incat

‘f(x)‘>M

pentru x # x,,

x—x0|<5

Notatie: lim f'(x)=o0

X*))CO

Observatie: Atunci cand spunem ca limita lui f (x) este A, intelegem ca numarul 4 este finit.

Cu simboluri logice putem rescrie definitia notiunii de infinit:

lim f(x)=0 < VM >0, 35>0 astfel incat Vx,x # x,,

X=X

X—X|<6 = ‘f(x)‘>M.



Cazuri particulare:

lim f(x)=+40 < VM >0, 35>0 astfel incat Vux,x # x,,

X*}Xﬂ

lim f(x)=—0 < VM >0, 35>0 astfel incat Vx,x # x,,

X=X

Exemple:

1) f(x) =§, Vx # 0 este infinitd pentru x — 0

x—x0|<5 = f(x)>M.

x—x0|<5 = f(x)<-M.

Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. Pentru ca ‘ f (x)‘ >M <

Figura 1.21 f(x) =l
X

aiba loc este necesar si suficient ca:

x| =[x 0] <
M

X

l>M

=

ﬁ>M sa
X



Consideram ¢ = 1 si avem:
M

VM >0, 36 >0, 5=$ astfel incat Vx,x =0,

x—0|<5 = ‘f(x)‘>M

1
x2

2) f(x):

, Vx=#0 este infinita pentru x >0

8_

Figura 1.22 f(x) L

2
X

Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. 3§(M):? astfel incat Vx,x =0, |x—0|<5 =
f(x) >M .

1 1 1 . .
Pentruca f(x)>M < —>M & x°< - © x’ 7R 0 si aibi loc este necesar si
x

suficient ca:

xe[—L LJ = |)c|<L deci 5—L
MM M JM

VM >0, 36>0, 0= astfel incat Vx,x =0,

x—0|<5 = f(x)>M.

1
T



Interpretare geometrica:

Functia f (x) este infinita pentru x — x,, daca fiind datd o banda orizontala, oricat de lata,
intre dreptele y =—M si y =+M , exista doud drepte verticale x=x, -0 s1 x=x,+0 astfel
incat graficul lui y=f (x) , x#x, se afla in afara benzii orizontale pentru

xe(xo—é,x0+5).

et

Mp———-—- S

|
|
I
I
I
M+ -—-—- - - - — -
I
|
I
I

Figura 1.23

Definitie: Spunem ca o functie f (x) este infinitd pentru x — o si scriem lim f (x) =oo daca

X—>0

pentru orice M >0, oricat de mare, existd un numar N > 0 astfel incat

‘f(x)‘>M, Vx,

x|>N

Exemplu: f(x)=x este infinitd pentru x — oo

Intr-adevar, VM >0, 3N >0, N =M astfel incat

f(x)‘ =|x|>M pentru Vx,

x|>N



Relatii intre infinitezimal si infinit

1

/(%)

Teorema 1: Dacid o functie f(x) este infinit pentru x — x,, atunci functia &(x)=

este un infinitezimal pentru x — x,.

Demonstratie:

Fie & > 0O arbitrar oricat de mic.

s . 1
Deoarece f(x) este infinit pentru x — x,,, atunci pentru VM >0, fie M =—, 36 >0 al.
&£

‘f(x)‘>M:é pentru x # Xx,,

x—x0|<§

Cu definitia o(x) =

Astfel, Ve>0, 35> 0 astfel inct |a(x)] <& pentru Vax,x=xy si |x—xo|<5.

Teorema2: Dacid o functie (x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd a(x) este

diferit de zero pe vecinatatea (x0 —0,X,+0 ) a lui xy , cu o exceptie posibild in x,, atunci

functia f(x)=

este un infinit pentru x — x,.

1
a(x)

Consideram functia rationala:

m m—1
ax" +ax"" +...+a
y(x)=="2 : m a,#0, b, #0

byx" +bx"" +...+b

raportul a doud polinoame in x de grade m si n respectiv. Pentru |x| suficient de mare,

numitorul este diferit de zero si astfel raportul are sens.



0, m>n

m m-1
. apx" +ax" +...+a a
lim ———— n=2"L m=n
e pox" +bx"" +...+b, b,

0, m<n

1.9 Operatii cu limite

Teorema 1: Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate 2 a punctului xy cu o exceptie

posibila in x, . Pentru ca functia sa aiba limita 4 in x, este necesar si suficient ca functia sa
admita reprezentarea

f(x):A+a(x)

unde (x) este un infinitezimal pentru x — x; .

Exemplu:

f(x)=x si x,=2 = limf(x)=2

x—2

f(x)=2+(x-2)

unde 2 este numarul limitd, iar x—2 este un infinitezimal pentru x — 2.

Teorema2: Fie f(x) si g(x) doud functii definite pe o vecinatate ©Q a punctului xy cu o

exceptie posibild in xy . Daca lim f (x) =4 si lim g(x) = B, atunci

a) lim| f(x)tg(x)]=4%B

X=X

b) lim[f(x)-g(x)]:A-B

X=X,

/(%)

A
¢) lim =—, cuconditiaca limg(x)=B=#0.
X—>Xy g(x) B XX, ( )




Demonstratie: Teorema 2 b)

Daci lim f(x)=4 si lim g(x)= B, atunci cele doua functii admit reprezentarile:

f(x):A+a(x) g(x):B+,6’(x)
unde a(x), B(x) sunt infinitezimal pentru x — x, .
f(x)-g(x):(A—i-a(x))(B-i-,H(x)):
=A-B+A-B(x)+B-a(x)+a(x)B(x)

Primul termen din sumd este o constanta, iar urmatorii trei sunt infinitezimal pentru x — x, .

Exemple:

. xX'—-4 0°-4
. lim =
=0 x+1 0+1

2
X" -

2. lim™ " = lim(x+1)=1+1=2

x=l x — x—1

3 fim MY =L —  _lim —=
>0 xZ x%OXZ( /1+x2+1) =0 142 41 2

4. f(x)=sinx’ definitd pe R, para si mirginiti deoarece ‘sin xz‘ <1, VxeR.
Acesta functie se anuleaza in punctele x=x+nz, n=0,1,2,... Consideram doud puncte

consecutive, in care functia se anuleaza: Jnz SN (n + 1) 7 s1 distanta dintre acestea:
d=/(n+1)x —nr
tim (\[(n+1) 7 —nzz ) = lim ? =0
i+ AL Py

Putem concluziona cd distanta dintre astfel de doud puncte consecutivetinde la zero si
f(x)=sinx” nu este periodica.



Mf\/\/\ | /\MM
AVRY o 3 VYT

1.10 Limite laterale

Definitie: Fie f(x) o functie definita pe intervalul (a,x,). Atunci, numarul A este limita la

stanga a functiei f(x) in punctul xy, daci Ve >0, 35(¢)> 0 astfel incat
| f (x)— A| <&

pentru Vx cu proprietatea x, —0 < x < x,.

Notatie: lim f(x)=4 sau f(x,-0)=4

X—>X(,X<X

Definitie: Fie f(x) o functie definita pe intervalul (x,,b). Atunci, numarul A este limita la

dreapta a functiei f(x) in punctul x, daci Ve >0, 35(g)> 0 astfel incat

|f(x)—A|<8



pentru Vx cu proprietatea x, <x < x, +0.

Notatie: lim f(x) =A sau f(x0 + 0) =4

X—>X(,X>X

Fie f (x) o functie definitd pe o vecinatate Q a lui xy, cu o posibild exceptie in xy.

Proprietate: Pentru ca f(x) sa aiba limita in x, este necesar si suficient ca cele doua limite
laterale ale lui f(x) inx, s existe si sa coincida, adica

Sy =0)=/(x, +0) = lim f(x)

X=X

Exemple:

x,x#0
Lx=0

1) f(X)={

—4 -
Figura 1.24



lim f(x)= lim f(x)=0 =limf(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0

1
2)  flx)= e X720
dm fG)=1 i =0 = 3 lim ()
4 —_
=
Fooiq
4 3 2 1 a ! ' 3
-1
-3 4
-3
—4
. 1
Figura 1.25 f(x)zm, x#0
3)  flx)=e", x#0
lim f(x)=0 lim f(x)=+o0 = nu 3 lim f(x)

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0



10 4

-10 -3 o] 3

-10 -
1

Figura 1.26 f(x) —e*, x#0

Exercitii:

. 1 D
O Fie f(x)= —, x# 2. Are functia limitd in x, =2 ?

1+e*2

O Fie f(x)= = o x # *1. Are functia limitdin x,=-1si x,=1?
x f—



1.11 Notiunea de continuitate intr-un punct

Definitie: Fie f (x) o functie definita pe o vecindtate 2 a punctului xy. Functia f (x)
este continua in x daca:

(i) f(x) are limita in x,

(i1) limita lui f (x) in xy este egald cu valoarea functiei in punctul xy, f (xo)
Adica

lim f(x)= f(x,) M

X—)XO

Observatie: Deoarece x,, = lim x , relatia precedentd se poate rescrie

1_1;m £(x)= { lim | @)

Se observa ca pentru o functie continua simbolurile /im si f pot fi permutate.

Definitie: (cu £,0 ) Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate Q a punctului x,. Functia
f(x) este continud in x, daci Ve >0, 35(¢)> 0 astfel incat

1f ()= f(x ) <e (3)

pentru Vx care verifica |x - x0| <0 sl xeQ).

Cu simboluri logice, ultima definitie poate fi rescrisa:

f(x) continuainx, < Ve>0,35(¢)>0 astfelincat VxeQ,

x—x0|<5

= ()= S ) <&

Observatii: In general & = 5(¢,x,) si definitia continuitatii nu cere ca x # x, .



Fie y=f (x) o functie definitd pe o vecinatate ) a punctului x.

T
=

Figura 1.27

Considerdm punctul x =x, + Ax din Q, care difera de punctul x, cu o cantitate pozitiva

sau negativa notata Ax . Cantitatea Ax este cresterea sau incrementul argumentului x in
xp. Diferenta

Ay = f(x, +Ax)— f(x,) (4)

se numeste cresterea sau incrementul functiei f (x) in xy corespunzator cresterii Ax a
variabilei independente x.

In termeni de cresteri, continuitatea lui f (x) in xy , adica

lim 1(x)= £ (x;) (%)
devine
lim £(x, +Ax) = f(x,) (6)
Sau
gg})[f(xo + Ax)— f(xo )] =0 (7
= limAy=0 (8)

Ax—0

Definitie: Fie /:Q —>R. f(x) continud in x, € Qdaci cresterea sau incrementul

functiei f (x) in xy corespunzator cresterii Ax a variabilei independente x tinde la zero
pentru Ax — 0.
lim Ay =0 9)

Ax—0



Exemplu:
y =x" este continui in fiecare punct al dreptei reale.
Intr-adevar, pentru orice crestere Ax a argumentului x Tn punctul x, avem
Ay = (xo + Ax)2 —x; =2x,Ax + (Ax)2 = (2x0 + Ax)Ax

= Ay — 0 pentru Ax >0 = functia este continud in fiecare punct x, al dreptei reale.

Definitie: (cu siruri) Fie f:E —> Rsifie x, € E. f (x) continua in x, € E daca pentru
orice sir {x,}, x, € E convergent la x , sirul corespunzitor imagine {f(x,)} converge la

f(xo)-

Exemplu: Functia Dirichlet este discontinua in orice punct.

B 1, xe@Q
f(x)_{o, xeR-Q

Intr-adevir, fie x, un numar irational cu f(x,)= 0 si oricare ar fi x, , exista un sir {x, } de
numere rationale care converge la x,. Dar, cu definitia functiei f (xn ) =1, Vn
= sirul {f(x,)}= {1} converge la unu si deci {f(x, )} nu converge la £ (x,)

In concluzie, functia nu este continud 1n x, irational. Analog se verificd faptul ca functia
nu este continud in x, rational.

Proprietati ale functiilor continue intr-un punct

Teorema 1: Daci o functie f(x) este continua in x, si daca f(x,)> 4 (sau f(x,)< 4),
atunci 35 astfel incat f(x)> 4 (sau f(x)< 4) pentu Vx € (x, -, x, +5).



Teorema 2: Daca o functie f (x) este continud in xy si dacd f (xo);t 0, atunci existd o
vecindtate (x, —d,x, +J) a lui xy astfel incat f(x) nu se anuleaza si are semn constant

pe toatd vecinatatea.

Continuitatea functiilor elementare

Functiile elementare de baza sunt:

1) Functia putere y=x“, a € R, x>0

— ™ ®0.5 4

Daca exponentii sunt numere intregi pozitive, atunci functia putere este definitd pe toata
dreapta reala. De exemplu:



| 23 2 |

Dacd exponentii sunt numere intregi pozitive, atunci functia putere este definita pe
dreapta reala, fara zero. De exemplu:




Daci a=+£ cu p»q intrgi pozitivi, atunci functia putere este definitd pe R pentru g

impar si pe [0,+00) pentru ¢ par.

2) Functia exponentialda y=a*, a>0,a#1, xeR

Este monoton crescatoare pentru @ >1 si monoton descrescatoare pentru a € (0, 1) .
Pentru baza supraunitard, 2 (1,+oo) in exemplul de mai jos, functia este crescatoare, iar

pentru baza subunitara, 1/2 € (0, 1) in exemplul de mai jos, functia este descrescatoare.

—4
— 2" 125




3) Functia logaritmica y =log, x, a>0,a#1, x>0

Este monoton crescdtoare pentru a >1 i monoton descrescatoare pentru a € (0, 1) .

Observatie: In figura de mai jos baza logaritmului este o datd supraunitard, anume
2e (1,+oo), deci functia logaritmicad consideratd va fi una crescatoare si apoi subunitara

| . . <
adica 5 € (1, oo) si functia va fi una descrescatoare.

log 2(x) log_1/2(x) |

4) Functiile trigonometrice

a) y =sinx, x € R, o functie periodica cu perioada 7 =27



4 -
;o
E —]
- -4 -2 2 4
- X
-3 4
-4
_ﬁ —

b) y =cosx, x € R, o functie periodica cu perioada 7 =27




c) y=tgx, xeR—{%+n7r,n :0,i1,i2,..}

d) y=ctgx, xe R— {nﬂ,n = O,il,i2,...}



5) functiile trigonometrice inverse:
a) y =arcsinx , x € [~ 1,+1]

(=




b) y =arccosx, x € [— 1,+1]

c)y=arctgx, xR




d) y=arcctgx, xe R

Obsevatie: Functiile obtinute din acestea, printr-un numar finit de operatii aritmetice si
prin compuneri functie de functie, se numesc functii elementere.

Proprietate: Functiile elementare de baza sunt continue in fiecare punct al domeniului de
definitie.

Operatii cu functii continue intr-un punct

Teorema 3: Fie f (x) si g(x) doua functii definite pe o vecinatate a punctului xy. Daca
f(x) si g(x) sunt continue in x, , atunci suma f(x)+ g(x), diferenta f(x)—g(x),
produsul £ (x)-g(x) siraportul f(x)/g(x) cu g(x,)= 0 sunt continue in xo.

Exerecitii:
- _ .. sinx
Sa se arate ca lim =1
x—0 X
. .. sin5x ,. l-cosx .. sin5x-sin3x
Calculati: lim , Iim———, lim————
x—0 X x—0 X x—0 5x

1.12 Functii compuse

Fie E o multime de numere reale si fie u = ¢(x) o functie definitd pe £. Notam
cu E; multimea de valori a functiei u pentru x € E. Mai mult, fie y = f (u) o functie
definitd pe E;. Atunci, la fiecare x € E 1i corespunde un u € E|, care la randul sdu este
asociat cu o valoare y = f (u) Astfel, valoarea y este o functie de x si este definitd pe E.
Spunem ca y este o functie compusa de x i scriem

y = [lop(x)]



y=t{u)

[~
N |

u=P(x)

LN

AT

Figura 1.28

sin x

Exemple: u =sinx si y=e" atunci y=e™"" este o functie compusa de x.

u=10x si y=sinu atunci y=sin(10x) este o functic compusa de x.

Teorema 1: Daca u = (p(x) are lim (o(x) =4 sidaca y=f (u) este o functie continua in
X=X

punctul u = A4, atunci functia compusd y = f [go(x)] are limita f (A) in punctul xy, adica

lim f[p(x)]= f(4)

X=X

sau echivalent

im /{olc)]= | tim p(x)|

X=X,

Observatie: Aceasta ultima relatie indica regula de calcul a limitei unei functii compuse.

Exemplu:
lim In(l + x)

X—0 x

=1

1 1
Intr-adevar, y =In(1+x)+ este o functie compusd din y =Inu si u = (1+x)». Deoarece
1
lim(1+x)x =e si y=Inu este continui in u = e, teorema 1 implica

x—0



tim 20 (14 ) ln[lim(l ; x)l} —lne=1

xX—0 X x—0 x—0

Teorema 2: Fie u = ¢(x) o functie continui in x, si fie y = f(u) o functie continui in
U, = qo(xo ) Atunci, functia compusd y = f [qo(x)] este continud 1n x.

Exercitii: Exercitiile urmatoare folosesc

1
1im(1+x)%:e si lim(l+a(x))@:e dacd lima(x)=0 si a(x)#0,x#x,

x—0 X=X, X=X,

O lim(1+x? )g

x—0
. x*+1 '
O lim 5
xoo| x7 — 2
[ sinx Jeosinx
O hm(
x—0 X
. In(1+kx)
O lim
x—0 X
e -1
O lim
x—0 3x
sin mx
O 1 -
x>7 §IN nx

1.13 Puncte de discontinuitate

Fie f (x) o functie definitd pe o vecindtate a punctului xy. Daca f (x) este continua n x,
atunci

lim f(x)= £(x,)

X—)Xﬂ

sau 1n termeni de limite laterale

lim f(x)= lim f(x)=f(x)

)C—)XO,X<XO X—)Xﬂ ,X>X0



Definitie: O functie f(x) are o discontinuitate in punctul x, daci f(x) nu este continua
in xy $i xy se numeste punct de discontinuitate.

Observatie: Functia poate sa nu fie definita in punctul de discontinuitate.

Clasificarea punctelor de discontinuitate

Definitie: Punctul x, este punct de discontinuitate care poate fi inldaturata pentru functia
£ (x) daca functia are limite laterale egale in xo dar diferite de f'(x, ), adica

lim f(x)= lim f(x)# f(x,)

X—>X(,X<X X—>X(,X>X,

Figura 1.29

Observatie: Este suficient sa modificam functia doar in punctul x, astfel Incat functia sa
devina continua in punctul x; .

Daca f (x) are in punctul xy o discontinuitate care poate fi Inlaturata, atunci functia

f(x), X # X,
limf(x), X=X,

X=X,

F(x)z

numitd prelungita prin continuitate a functiei f (x) in xy, este continua in punctul x.
Discontinuitatea din x, a fost inlaturatd modificand valoarea lui f (x) in punctul x,.



Exemplu:

|x,x¢0
X)=
f(x) {szo
10
yooo5A
_10 -5 0 5 10
x
-5
_]_|:|_
Figura 1.30

lim f(x)= lim f(x)=0=1=£(0)

x—0,x<0 x—0,x>0

= x =0 este discontinuitate care poate fi inlaturata. Dacd modificam functia in x =0,
considerand £(0)=0, atunci F(x)= |x| este continud in x =0.

Definitie: Daci limitele laterale ale lui f(x) in x, sunt finite si diferite, adica

lim f(x)= lim f(x)

X—>X(,X<X, X=X ,X>X,

Atunci punctul xy este o discontinuitate in care functia are un salt. Saltul functiei in
punctul x, este

f(xy +0)= f(x, -0)



Exemplu:

Il
—_

)= 320 s £(0)

4
Figura 1.31

Aceasti functie are salt in x = 0 deoarece lim f(x)=2 si lim f(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0

Punctele de discontinuitate care pot fi inlaturate si punctele in care functia are salt se
numesc puncte de discontinuitate de speta 1. Toate celelalte sunt puncte de
discontinuitate de speta II. In punctele de discontinuitate de speta I limitele laterale exista
si sunt finite. In punctele de discontinuitate de speta II, limita la stanga si (sau) limita la
dreapta fie nu exista fie sunt infinite.

Exemple:

1 . S - N
1. f(x)==, x=#0 punctul x=0 este o discontinuitate de speta II, limitele laterale in
X

x =0 sunt infinite.
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Figura 1.32 f(x)=1/x
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Figura 1.33 f (x)=sin(1/x)



2. f(x) :sin(lj, x#0 punctul x=0 este o discont. de speta II, limitele laterale nu
X

existdan x=0.

3. Pentru functia Dirichlet, toate punctele reale sunt discontinuitati de speta II.

Continuitate laterala

Definitie: Spunem ca functia f (x) este continua la stdnga in x,, daca

lim  f(x)= f(x,)

X—>X(,X<X

si este continua la dreapta n xy, daca

lim £ (x)=f(x,)

X—>Xo,X>X
Proprietate: f (x) este continud inxy) < f (x) este continua la stanga si la dreapta n xy.

Exerecitii:

O Sa se studieze continuitatea functiilor:

! —, Xx#-2
S =142
0, x=-2

f(x)= e, x=#0
1, x=0




, x#0
f)=1
1, x=0
O Fie
x+1, xe [0,1]
S(x)= {3ax +3, =xe (1, 2]

Sa se determine constanta a, astfel incat functia sa fie continud pe segmentul [O, 2]. Sa se

reprezinte grafic functia obtinuta.

1.14 Continuitate pe un interval inchis

O functie f(x) este continui pe un interval deschis (a,b) daca f(x) este

continud in fiecare punct al intervalului. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe
un interval deschis (a,5) cu C(a,b).

O functie f(x) este continud pe un interval inchis [a,b] daci f(x) este
continua pe un interval deschis (a,b) si daca functia este continui la stanga in b si la
dreapta in a. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe un interval inchis [a,b] cu
Cla,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] si fie f(a) si f(b)
doud numere cu semne diferite. Atunci exista cel putin un punct c € (a,b) astfel Incat

fle)=0.

Interpretare geometrici: Daca f(a)f(b)< 0, atunci punctele (a, f(a)) si (b, £(b)) sunt
in semiplane diferite relativ la axa x si graficul functiei continue (x intersecteaza axa x
in cel putin un punct.



(b.1(b))

et

=2
':L
¥

(a.f{a))

Figura 1.34

Aplicatie: Consideram o ecuatie polinomiald de grad impar cu coeficienti reali.

2n+l

P.

2M(x)—aox +ax"+...+a,,, =0

Presupunem a, > 0.

hm P2n+l ('x) =+ hm ])2n+1 (x) =-0

X—>+0 X—>—00

Deoarece functia polinomiala este continud pe R, polinomul P, , (x) se anuleaza in cel

putin un punct. In concluzie, polinomul de grad impar cu coeficienti reali are cel putin o
radacind reala.

Observatie: Teorema 1 poate fi folosita pentru a determina daca un polinom are radacini
reale, iar 1n caz afirmativ sa determinam valorile aproximative ale acestora.

Exemplu:
P, (x) =x’ +x-1

Polinomul are grad impar, deci are cel putin o rddacina reala.

P(0)=-1<0 P(1)=+1>0



Teoremal

La capetele intervalului [0,1] polinomul P,(x) ia valori cu semne opuse = polinomul

are o ridicini real in (0,1).

. . . 1 .
Mijlocul intervalului este &, = 5 st P [—j =——<0 P (1) =1>0

<y . . 1
= radacina cautata este in intervalul (E,lj
Mijlocul acestui nou interval este &, =§ si P 3 =£ >0 P, 1 = _3 <0

4 4) 64 8

<y . . 13
= radacina cautata este in intervalul 27

Procesul poate continua si obtinem un sir de intervale deschise cu lungimi din ce in ce
mai mici. Cu fiecare pas eroarea absoluta in stabilirea radacinii scade.

Teorema 2 (a valorilor intermediare):

Fie f(x) o functie continui pe un interval inchis [a,b] si fie f(a)=4 si f(b)=B.
Daci C este orice numir dintre 4 si B , atunci exista cel putin un punct « € (a,b) astfel
incat f(a)=C. Cualte cuvinte, daci f(x) este continui pe [a,b] atunci ia toate valorile
intermediare dintre f (a) st f (b), adica functia are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie:

Consideram functia (p(x): f (x)—C si fixdim A< B si A<C < B. Functia (o(x) este
continua pe [a,b] si

pla)=fla)-C=4-C<0

p(b)= f(b)-C=B-C>0

Teoremal

= 3Jae(a,b) atfelincat p(a)= f(a)-C=0 = f(a)=C

Interpretare geometrica: Este evidentiata in figura 1.35.



e

Figura 1.35

Teorema 3 Dacid f(x) este o functie continud pe un interval inchis [a,b], atunci f(x)
este mirginita pe intervalul inchis [a,b], adica existd un numir K >0 astfel incat

|f(x)|§K, Vxe[a,b]

Observatie: Ipoteza de continuitate pe interval inchis este foarte importantad in enuntul

. . 1 .
acestei teoreme. De exemplu, functia f(x)=—, xe(0,1] este continua pe (0,1] dar nu
X

este marginita pe (0,1].

Teorema 4 Daci f/(x) este o functie continui pe un interval inchis [a,b], atunci f(x) isi
atinge infimum si supremum pe [a,b], adica 3&,7 e [a,b] astfel incat

f(§) = inf f(x)

xe[a,b]

f(n)=sup f(x)

xe[a,b]

In aceast situatie f(&)< f(x)<f(n), Vxe[a,b].



Pentru a sublinia importanta ipotezelor din aceasta teorema, consideram urmatoarele
exemple:

Exemple:

1. f(x)=x, xe(0,1)

£(x) = x continui pe (—1,1)

Nu-si atinge supremum sup x =1, adicd nu existi x, € (~1,1) astfel incat f(x,)=1.
xe(-1,1)

Analog, nu-si atinge infimum inf x=-1.

xe(-1,1
1.0
¥ 0357
I:I T T T T T T T T 1
0.2 0.4 0.6 0z 10
X
-0.5 -

Figura 1.36



2. f(x)=x-[x], x[0,1]

Supremum sup f(x)=1 nu este atins pe [0,1] deoarece functia nu este continua pe [0,1].
xel0,1]

1.0 5

¥ 057

nz 04 0.4 0z 10

-0.5 -

Figura 1.37



1.15 Continuitate uniforma

Functiile continue pe un interval inchis au proprietatea de continuitate uniforma.

Fie f(x) o functie continua pe intervalul (a,b). Atunci, pentru orice x, € (a,b) si
pentru orice &£>0 existd un numar o >0 astfel incat | f (x)— f (x0)| <& pentru

Vxe(a,b) cu |x—x0| <0.

Valoarea lui § poate depinde atit de & cét si de xy, adici & = J(e,x, ). Se poate
ca pentru un ¢ > 0 dat, ¢ sa fie diferit pentru diferiti x, (a,b) s1 sd nu existe un & care
sa fie valabil pentru toti x, € (a,b). Cerinta de existentd a unui 6 = 5(8) >0 pentru toti

X, € (a,b) este mai puternicd decat cerinta de continuitate punctuald pentru f (x) pe

(a,b).

Definitie: O functie f (x) este uniform continuda pe (a,b) dacd pentru Ve >0 existd
5 =06(g)> 0 astfel incat

()= (") < e
pentru Vx',x" € (a,b) cu |x'—x"| <J.

Cu simboluri logice definitia precedenta se rescrie:

£(x) uniform continua pe (a,b) = Ve >0, 35 =5(g)>0, Vx',x" € (a,b),
=[/()- (") <e

x'—x"| <o

Exemplu: f (x) = x este uniform continua pe R .
Intr-adevar, Ve >0, 36 =¢, Vx',x" e (a,b), x'— x"| <6 = |f(x')— f(x")| <&

Observatie: Daci o functie f(x) este uniform continud pe (a,b), atunci aceasta este
continua si punctual pe (a,b). Reciproca nu este adevarata.



Exemple:
L. f (x) =x" este continuii pe R dar nu este uniform continui pe R .

Pentru a ardta ca f nu este uniform continud pe R, va trebui sd aratam ca existd £ >0
astfel incat V5 (&)>0, existd x',x" € R cu proprietitile:

X -x<8 s |f(x)-f(x")>e
Fie ¢ =% si 0 >0 oarecare. Observam ca daca
X=Jn+l si x"=n
n+l-n | 1

x —x" :‘M—\/;‘=

\/n+1+\/;| Jn+1++n
Aceasta distantd, prin alegerea lui n, poate fi ficutd mai mica ca orice 0 > 0.

12 "2
—X

()= £ (") =

:|n+1—n|:1>€:l, Vn
2

In concluzie, Ve&>0,de exemplu

g=%,v5>0,3x’=«/n+1,x”=\/5 cu |¥-x<d s |f(¥)-s(x")<e

Si f(x)=x"nu este uniform continud pe R,

Metoda a-11-a

Intr-adevir, fie p un numar natural, si x’,x" doud puncte simetrice fatd de p cu distanta
dintre ele egala cu &/2 . Atunci,

xr + X” — 2|xl _ xn|—

|f(xr)_ f(xu) — |xl —x"

Exista puncte oricat de apropiate incat distanta dintre valorile functiei sa depaseasca orice
numadr pozitiv, deoarece pe& ia valori oricat de mari, oricare ar fi & > 0 fixat.



2. f(x) =sinZ

Figura 1.38 f(x)= sin(z)
X

Aceasi functie este continua pe (0,1), dar nu este uniform continua pe (0,1).

Intr-adevir, fie x| = 1 si x = 2 .
n 2n+1
;o1 2| 1
xn xn . =
n 2n +1| n(2n + 1)

Prin alegerea lui n, aceasta diferentd poate fi facutd mai micd decéat orice 6 > 0. Dar

FICARNACH

sinnﬁ—sin%(2n+l) =1>¢, pentru Ve <1



N . 1 . .
In concluzie, V& >0, de exemplu ¢ = 5 si V& >0 exista punctele x),x" e(0,1) astfel

. 7 :
>¢. Cu definitia f(x)=sin— nu este uniform
x

incat

x'—x"| <o si ‘f(x')—f(x")

continua pe (0,1).

Trecerea de la continuitatea punctuald, la continuitatea uniforma se face cu
teorema urmatoare.

Teoremi: Daci o functie f(x) este continud pe un interval inchis [a,b], atunci functia
este uniform continua pe [a,b].

Exemplu: f (x) = x” este uniform continui pe [a,b] .

f(x) uniform continui pe [a,b] &S Ve>0, F0= 5(5) =7, Vx,x"e [a,b],
X' —x"|<5 = |f(x')—f(x”] <&

— ‘er _xrrZ

=/ (x)-7(x")

‘(x'—x")-(x’+x”)

— |xr _ xrr| _|xr + x!!

Deoarece,

not

0<|x' a b}:M

3

< max{

b}"fM

"
X

0<

Smax{a

2

!

X

|x'+x" < X" <2M

+

! 14

=[x =x"|-|x"+x" 2M <&

< |xi _ .X”

=/ (x)-/(x")

&
< —

= |x' -x"
2M

Intr-adevar, Ve >0, 35(¢) = ﬁ, alvx',x"e[a,b],

x'—x"| <0 = |f(x')—f(x")| <e&

Exercitiu: Si se studieze continuitatea uniformi a functiei f(x)=sinx’ pe R.



1.16 Infinitezimali. Comparatii

Definitii: Fie o(x) si B(x) infinitezimali pentru x — x,. Atunci:
a) a(x) este un infinitezimal de ordin mai mare decat B(x) daca

lim@:O

" 5]

Notatie: a(x)=o(A(x)),x — x,

Intelegem ci of(x)),x — x, este un infinitezimal de ordin mai mare in x, decat
in

infinitezimalul ﬂ(x) X.

Exemplu: a(x)=x" A(x)=x infinitezimali pentru x — 0

a(x) x’

lim——~< =lim— =1limx=0
x—0 ,B()C) x>0 x x—0

Deci a(x)=o(B(x)).,x - 0 sau x* =o(x),x >0

b) a(x) si B(x) sunt infinitezimali de acelasi ordin daca
lim M =C=#0

X=X ﬂ()C)

Exemplu: o(x)=3x f(x)=x infinitezimali pentru x — 0

im0 3% i3
x—0 ﬂ(x) x=0 x x>0

¢) al(x) si B(x) sunt infinitezimali incomparabili daca

lim a(x)

X=X, ﬂ(x)

nu exista




Exemplu: o(x) — xsint B(x)=x infinitezimali pentru x — 0

X
inl

_a(x) oM .

lim =1lim =limsin— nu exista

xﬁoﬂ(x) =0 X x—0 X

d) a(x) este un infinitezimal de ordinul m (m intreg pozitiv), relativ la infinitezimalul
B(x)=x-x, pentru x — x,, daca

tim—2)__ g
XXy (X—XO)

Exemplu: «(x)=3sin’ x este un infinitezimal de ordinul m =2 relativ la #(x)=x pentru
x — 0 deoarece
3sin® x B

lim =3

x—0 x2

Infinitezimali echivalenti

Infinitezimalii e(x) si B(x) pentru x — x, se numesc echivalenti daci

im 20

X=X, ﬂ(x)

Notatie: a(x)~ B(x),x = x,

Infinitezimalii echivalenti a(x) si B(x) se numesc si egali asimptotic pentru x — x,.

Proprietiti: Fie a(x), A(x) si 7(x) infinitezimali pentru x — x,. Atunci:

:>,B(x) ~ a(x),x—)xo

B(x)~y(x)= a(x)~y(x).x > x

Adica, relatia de echivalentd este reflexiva, simetrica i tranzitiva.



Exemple:

sinx

I) im——=1 = sinx~x,x—>0
x>0 Xx
In(1+
2)lir%uzl = In(l+x)~xx—>0
X X

3) im& -1 = tgx ~ x,x >0

x>0 x
4) lirréw =1 = arcsinx~x,x—>0
X—> X
: t
5) hn(q) L arctgx ~ x,x >0
X—> X
a1
6) lim & =lna, a>0, a#1
x—>0 x
a - . . 1= _ 4% _ ln(l + y) 1
Intr-adevar, cu schimbarea de variabild y=a" -1, x= —1 si
na

lim &=L _ lim— Y im 114

=0 x =0 In(1+ y) - yi% In(1+y)

=Ina
Ina y
= a" -1~xna,x—>0

e -1

7) lim

x=0  x

=1 = e -1~x,x—>0

1.17 Numere complexe

Un numar complex are forma algebrica:

z=x+1iy

unde x si y sunt numere reale arbitrare iar i este unitatea imaginara astfel incat i* = —1.



Numerele x §i y se numesc parte reald si respectiv parte imaginara a numarului complex
z=x+1iy.

Notatii: x=Rez y=Imz
Doua numere complexe z, =x, +iy, si z, = x, +iy, sunt egale z, =z, dacd si numai
dacd x, =x, si y, =Y,.
Operatii cu numere complexe
a) suma numerelor complexe z, =x, +iy, sl z, = x, +iy, este numarul complex
z2=z1%2z, :(xl +x2)+i(y1 +y2)
Proprietati:

-comutativitate z, +z, =z, + z,

-asociativitate (z, +z,)+z, =z, +(z, + z;)

b) diferenta numerelor complexe. Oricare ar fi numerele complexe z, = x, +iy, $i
z, =X, +1y,, existd numdrul complex z astfel incat z, = z+z,. Numarul z se
numeste diferenta z, —z, si

z=z -z, =(x1 —x2)+i(y1 _J’z)

c) produsul numerelor complexe z, = x, +iy, §i z, = x, +iy, este numarul complex

Z2=2zy2, = (xlxz —y1y2)+i(x1y2 +x2y1)

Proprietati:

-comutativitate z,z, = z,z,
-asociativitate (zlz2 )23 =z, (2223)

-distributivitate (z, + z, )z, = 2,2, + 2,2,

d) raportul numerelor complexe. Oricare ar fi numerele complexe z, =x, +iy, si
Z, =X, +1y,, z, # 0, existd numdrul complex z astfel incdt z, = z,z. Numarul z
se numeste raportul z,/z, si deoarece z, = z,z avem



X = XX =), )
N =Xy+xp,

Rezolvam sistemul cu necunoscutele x, y:

z =

{xzx_yzy:xl
VX +X,Y =)
_ XX T, _ N TN,
X, + ¥, X+,
4 _ XX TN, +l-x2)"1 X))
zZ, %ty Xy + ),

Fie numarul z = x +iy . Atunci, z = x —iy este conjugatul complex al acestuia.

Proprietati:

l.z,+z,=2,+2Z,

2. 2z, =2,Z,

3=
Z, zZ,

4. ZE:|Z|2 = x? +y2

Forma trigonometrica si exponentiala a numerelor complexe

Numarul complex z = x+iy poate fi reprezentat in planul xy printr-un punct M
cu coordonatele (x, y) sau prin vectorul de pozitie cu originea in O(0,0) si varful in
M (x, y). Planul xy se numeste plan complex. Axa Ox se numeste axa reala, iar axa Oy
axd imaginard.

Pentru a localiza punctul M in planul complex, este convenabil sa utilizdm
coordonatele polare (r,@) cu r lungimea vectorului Wsi 6 unghiul dintre vectorul

oM si axa x.



M(x,y)

Figura 1.39

x=rcosd y=rsinf
Forma trigonometrica a numarului complex este
z=r(cos@ +isinf), z#0

Modulul si argumentul numarului complex z sunt:

r:|z|:w/xz+y2 =Jzz >0
0 = Argz = argz + 2krx (k = 0,i1,i2,...)

unde arg z este argumentul principal, $i prin conventie — 7 <argz <7 cu:

Y

arctg —, x>0
X
Y
r+arctg—, x<0,y>0
X
- Y
argz=q—rw+arctg—, x<0,y<0
X
T
—, x=0,y>0
) y
T
-——, x=0,y<0
> y



Observatie: Argumentul numarului complex z =0 este nedefinit, iar modulul acestuia
este zero.

Numerele complexe z, si z, sunt egale <> modulele celor doud numere sunt

egale iar argumentele acestora sunt fie egale fie difera printr-un multiplu intreg de 27,
adica

|Z1| = |zz| si  Argz, = Argz, +2m, neZl

Exemplu:

Calculati modulul si argumentul numarului complex:

. T . T
Z=—8In——1CO0S—
8 8

|z| :\/sin2£+coszg =1

x=-sinZ <0 y:—cos£<0
8 8

y V4 T T
argz =—rmw+arctg—=—n+arctg ctgg =—rm+arctg| tg E_E =
X

RY/4 Sx

=—7+ arctg(tgzj =n+—=——
8 8 8

= argz=—5§ Argz=—5§+2k7z, k=0+112,...

Corespondenta dintre numerele complexe si vectorii din plan ne permite sa
interpretdm suma si diferenta numerelor complexe ca o suma si diferenta de vectori.



et

o
H

Figura 1.40

Proprietati:

|Z1 +Zz| < |Zl| +|Zz|

|2, -2, 2 Hzl| _|22”
Formula lui Euler

cos@ +isinf = e"’
ne permite sa scriem un numar complex in forma exponentiala
z=re

Este de preferat sa scriem numerele complexe in forma trigonometrica si
exponentiala atunci cand dorim sa inmultim §i sd impartim numere complexe.

Daca
J— 1 — 2
z, =ne zZ, =re

atunci

_ i6, i0, _ i(6,+6,)
z,z, =ne ‘e - =nne



Inmultirea numerelor complexe presupune Inmultirea modulelor si  adunarea
argumentelor.

[212:| =[zi]

arg(z,z,) = argz, +argz,

i6,

z re r i(0,—6

il =—1 7 =—1 el(l 2), 1”2 ¢0
2

Z2 rze ”'2

Impartirea numerelor complexe presupune Iimpartirea modulelor $i  scaderea
argumentelor.

Z |Zl|

z,| |z,

z
arg—- =argz, —argz,
z
2

Radicalul unui numar complex

Fie z un numar complex.

Z"=z-z-...-z
de n ori

Daca scriem z in forma trigonometrica si exponentiald, atunci avem
z=re"” =r(cos@+isinf)

n

0\ ; ..
z =(re’9) =r"e™ =r"(cosnf +isinné)

Daca r =1, vom obtine Formula lui Moivre

(cos@ +isin@)" =cosn@ +isinnd

Definitie: Numarul complex w se numeste raddacina de ordinul n a numarului complex z,
daca w" =z siscriem w=14/z .



Pentru orice numar complex z#0, rddicina w= iz presupune n valori
distincte. Intr-adevar, fie
i0

z=re’ si w=pe”

n

p ein(p — reiﬁ
Deoarece, cele doud numere complexe sunt egale, au loc

p'=r si np=0+2kr

. 0+ 2k
p=Ar s p="""F
n

Toate radacinile au acelasi modul, iar argumentele acestora difera prin multipli intregi de
27 /n. Rezulta cd n radacini pot fi dispuse in planul complex, in varfurile unui poligon

regulat cu # laturi, Inscris in cercul cu raza 4 z| si centrul in punctul z = 0.

Daca consideram valorile 0,1,2,...,n —1 pentru &, obtinem » numere complexe distincte

1z = W(coswﬂ'sinm} k=0,12,...,n-1
n n

O+2km

Wz=tre ", k=012,.,n-1

axa Imaginara

2pin

axa reala

Exemplu:
Sa se calculeze 3\/;



z =i 1n forma trigonometrica este

([ 2m Sr
’[g+7j i S .. 5& Ty .. V4
w =e =e =cos—+zsm?=cos ﬂ—g +isin ﬁ—g =

=—COS—+isSin—=———+i—
6 2 2
w, =e =e ? =cos—+isin—=—i

Limita sirurilor de numere complexe

Fie {z, } un sir de numere complexe cu z, = x, +iy,,unde x, eR si y, eR.

Definitie: Un numar complex z este limita sirului {z,} daci Ve >0 existi un numar
N = N(g) astfel incat

z, —z|<e

pentru oricare n > N .

Notatie: limz, =z

n—>0

Geometric, toti termenii sirului z, cu n> N, puncte in planul complex, se afla in

interiorul cercului cu centrul in z si raza €.



Teoremi: Un sir z, = x, +iy, este convergent daca si numai daca sirurile {x,} si {y,}

sunt convergente. In plus, are loc:

limz, =limx, +ilimy,

n—>x0 n—0 n—0
Exerecitii:

O Calculati modulul si argumentul principal pentru:

z=4-3j Z=—C0S—+isin—
5 5

O Scrieti numdrul complex z = —J2 +i\2 in forma trigonometrica.

O Calculati:
A8
(llj R:IR
1+

O Calculati radacinile de ordinul 3 pentru z =—1+i



Capitolul 11

Calcul diferential. Functii de o singura variabila

2.1 Notiunea de derivata

Fie y = f(x) o functie definitd pe (a,b) si fie xe(a,b). Considerdm cresterea
Ax a argumentului astfel incat x+Axe(a,b). Cresterea Ax a argumentului va produce o

crestere Ay a functiei y = f(x):

Ay=f(x+Ax)—f(x)

&zf(x+Ax)—f(x)

, Ax#0
Ax Ax

Pentru x fixat, raportul precedent este o functie de Ax adica

ors < e . A . .
Definitie: Daca limita raportului Ey pentru Ax — 0 existd, aceasta se numeste derivata

functiei y = f(x) in punctul x si se noteaza f'(x) sau y'(x) sau y.. Astfel, prin definitie

avem:
£(x) = lim .~ i LA/ ()
Ax—0 Ax  Ax—>0 Ax
Exemple:
1. y=x’

VxeR, VAr fim Y _ i LA © — lim (2x+Ax)=2x

A—0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0




Atunci, y=x" are derivatd y'(x)=2x, VxeR.

X

2. y=e

VreR, VAx lim 2 = lim

Ax—>0 Ax  Ax—>0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Atunci, y=e¢* are derivata y’(x) =e", VxeR.

Alta definitie: Fie f (x) o functie definitd in xy si pe o vecindtate 2 a punctului x.
Atunci

f'(xo)zlimw

XX, X=X,

cu conditia ca aceastd limite sa existe.

Observatie: Spunem ca o functie f(x) are derivatd pe (a,b) dacd derivata f'(x) exista

in fiecare punct x e (a,b).
Interpretarea geometrica a derivatei

Consideram graficul functiei y = f(x), definitd pe (a,b) si alegem doua puncte

M (x, f (x)) si P(x+ Ax, f(x+ Ax)) pe acest grafic. Considerim apoi, dreapta care trece
prin punctele M si P.

Presupunem ca punctul P se deplaseaza pe curba y = f (x), spre M, adica

Ax — 0. Atunci dreapta MP se deplaseaza pana ce devine tangenta la curba y = f (x) in
M, adica dreapta MT.

Panta £ a dreptei MP este:



Panta tga , a tangentei MT la curba y = f (x) in M, este limita pantei dreptei MP pentru
P — M sau Ax — 0, adica

Ay _ o St A) = f(x)

e
)

Figura 2.1

Derivata f '(x) este panta tangentei la curba y = f (x) in punctul de abscisa x.

Exercitii:

Pornind de la definitie, sd se calculeze derivatele urmatoarelor functii, in punctele
specificate:

O f(x)=+v5x+1 x,=3
O f(x)=ln(x2+5x) x, =1

O f(x)=tgx xO:%



2.2 Ecuatiile tangentei §i normalei la o curba

Tangenta Fie o curbd definita prin functia y = f'(x) si fie M, (xo, f (xo)) un punct pe
curba. Presupunem ca f (x) are derivata in x, si determindm ecuatia tangentei la curba

in punctul M, .

Ecuatia unei drepte care trece printr-un punct M (xo, yo) este:

Y=Y :k(x_xo)
unde £ este panta dreptei.

Panta k, a tangentei la curba y = f(x) in punctul M, este egald cu derivata f”(x,),

astfel ecuatia tangentei ia forma:

y_yo:f’(xo)(x_xo)’ cu yozf(xo)

Normala la o curbd intr-un punct dat este dreapta care trece prin punct si este
perpendiculard pe tangenta la curba in acest punct. Perpendicularitatea implica o relatie
intre panta k, anormalei si panta k, a tangentei, anume:

kN:—L sau  k, =-—

ky f’(xo)

Ecuatia normalei la curba y = f(x) in punctul M (x,,y,) este:

(x=x),  f'(x,)#0

Observaie: Daca f'(x,)=0, ecuatia normalei este x = x,



Exemplu:
Scrieti ecuatiile tangentei si normalei la curba y = x* in punctul O(O, 0) .
f(x)zx2 f’(x):Zx f'(O)zO

Ecuatia tangentei:
y—0=0(x—0) =  y=0 sicoincide cu axa Ox

Ecuatia normalei:
x =0 sicoincide cu axa Oy

-4

Figura2.2 f(x)=x’

Exerecitii:

- . . . - . . 2 A
0O Sa se scrie ecuatia tangentei la curba a cdrei ecuatie este f(x)=Inx+x" -1, in

punctul (e, e’ ) .



[0 Si se scrie ecuatia normalelor la parabola care are ecuatia y=x"—4x+5, in
punctele de intersectie ale acesteia cu dreapta de ecuatie y =x+1.

2.3 O aplicatie a derivatei in mecanica

Fie s = s(t) legea miscdrii rectilinii a unui punct material. Aceasta precizeaza distanta

parcursa de punct functie de timpul z. Fie
As=s(t+At)—s(t)

distanta parcursa de punctul material in intervalul de timp A¢.
Raportul As/At defineste viteza medie in intervalul At. Viteza instantanee a punctului
material se defineste ca limita a vitezei medii in intervalul A¢ pentru A¢ — 0, adica

. As ,
v(?) =1}§)A—t=s (7)

In concluzie, viteza v(t) este egald cu derivata spatiului s Tn raport cu timpul ¢,
adica v(¢)=s"(1).

Exemplu:

Considerdm legea miscirii rectilinii s =¢#, unde s este distanta in metri si ¢ este timpul in
secunde. Calculati viteza la # =3s.

v=s'(t):2t, v(t):2t, v(3):2-3=6m/s

2.4 Derivate laterale

Derivata la dreapta f'(x+0) a functiei y = f(x) in punctul x este:



f'(x+0)= lim &y

Ax—0,Ax>0 Ax

iar derivata la stinga f"(x—0) a functiei y = £(x) in punctul x este:

, A
fr=0)= lim %

cu conditia ca limitele sa existe.

Proprietate: Pentru ca f ’(x) sd existe este necesar si suficient ca functia y = f (x) sa

aiba derivate laterale in punctul x si acestea sa coincida, adica

f1(x+0)=f(x=0)=f"(x)

Exemplu:

Consideram x=0 — = = =

Derivatele laterale In x=0:
|Ax

ro+0= i 1=
£(0-0)= lim M=—1

Ax—0,Ax<0 Ay

Derivatele laterale sunt distincte. In consecintd, f (x)=|x| nu are derivatd in x=0.

Geometric, nu existd tangenta la curba y = |x| in punctul O(0,0).



-4 -
Figura 2.3 f(x) =|x|
Exercitii:

Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii:

In(1+ 2x), xe [—1,0}
S(x)= 2

2x, xe(0,+oo)

NxXP+5x+2, xe[0,2]
1= 2x+z, xe(2,+oo)

8 4

Fie f(x) o functie continud in xy. Spunem ci f(x) are derivatd infinitd in xo,
daca in acest punct are loc:

, A
f(xo)jgg})Eyﬁoo



In aceasti situatie tangenta la curba y = f(x) in punctul (x,, f(x,)) este perpendiculara
pe axa Ox.

Exemplu:

Consideram x=0

Ay f0+Ax)-7(0) VA 1

A

/'(0)=lim % =+

Tangenta la curba y = Vx in punctul (0,0) coincide cu axa Oy.

-4

Figura2.4 f(x)= Ux



De retinut: Dacad o functie f (x) are derivata finitd in x,, atunci existd o tangenta la

graficul y = f(x) in punctul M, (xo, f (xo)) s1 ecuatia acestei tangente este:

y_f(xo):f'(xo)(x_xo)

!

y=1(x)

M (x .f(x
. %0 xn))

Figura 2.5

Definitie:

O functie f(x) este netedd pe (a,b) dacd f(x) si f'(x) sunt continue pe (a,b).

Daca o functie f (x) este continua in x, si are derivate laterale diferite in x, ,
£'(x, —=0)% f"(x, +0), atunci in punctul M, (xo,f(xo)) curba y=f(x) nu admite
tangentd. In aceastd situatie, curba y=f (x) nu este netedd, iar prin punctul

M, (xo, f (xo)) trec doud drepte, una tangentd la ramura stanga a curbei si alta tangenta

la ramura dreaptd a curbei. Punctul M, (xo, 7(x )) se numeste punct unghiular.



et

M (x, . £(x))

|
I
I
|
T
X

0 X
Figura 2.6
Exemplu: Functia y = |x| are un punct unghiular in O(0,0)
it 2 3 4

- -
Figura 2.7 f(x)=|x|



Daca o functie f (x) este continua in x, si are derivata infinitd in x,, putem

distinge cazurile:

i
.
et

M,
I
I
!

.\D X X
— = <
X, 2 ;

Figura 2.8

2.5 Functii diferentiabile

Fie f(x) o functie definiti pe (a,b) si fie x € (a,b). Consideram o crestere Ax
a argumentului x astfel incat x+Axe(a,b). Cresterea Ax a argumentului produce o

crestere Ay pentru functie:

Ay = f(x+Ax)- f(x)



Definitie: Functia f(x) se numeste diferentiabild in punctul x € (a,b) daci cresterea
functiei Ay = f(x+Ax)- f(x), corespunzitoare cresterii Ax admite o reprezentare de
forma

Ay = AAx + a(Ax)Ax

unde A este un numar independent de Ax, dar in general dependent de x si a(Ax)—> 0
pentru Ax > 0.

Exemplu:

Pentru Vx e R si VAx

Ay = (x+Ax)’ —x? = 2xAx + AxAx
A=2x aAx)=Ax

Cu definitia, f(x)=x" este diferentiabild VxR .

Teorema 1: Pentru ca o functie y=f (x) sa fie diferentiabila intr-un punct x este
necesar si suficient ca functia sa aiba derivata finita f’(x) in punctul x.

Demonstratie:

= Considerdm y = f (x) diferentiabild In x = o crestere Ax in x produce o crestere Ay
a functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
A4y a(Ax)
Ax
unde A4 este o constanta pentru un x dat si a(Ax) — 0 pentru Ax —> 0.
Ay
lim = = 4= f(x)

Deci, derivata functiei in punctul x exista.



. . . . A
& Consideram ca functia are derivata f"(x) in punctul x = 3 Brr%) Ey = f'(x)

Cu teorema 1 de la operatii cu limite avem

Do f )+ ala)

unde a(Ax)— 0 pentru Ax — 0. Atunci
Ay = f'(x)Ax + ar(Ax)Ax

Deoarece f'(x) este independent de Ax si a(Ax)—>0 pentru Ax —0 = functia este
diferentiabila in x.

Observatie: Aceasta teorema stabileste o corespondenta unu-la-unu intre notiunea de
functie diferentiabila intr-un punct si notiunea de functie cu derivata finitd in acelasi
punct. In consecinta, operatia de calcul a derivatei unei functii se numeste si diferentierea
unei functii.

Continuitatea functiilor diferentiabile

Teorema 2: Daca o functie y=f (x) este diferentiabila Intr-un punct x, atunci functia
este continud Tn punctul x.

Demonstratie:

Consideram y = f (x) diferentiabild in x = o crestere Ax in x produce o crestere Ay a
functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
unde 4 este o constanti pentru un x dat si a(Ax)— 0 pentru Ax — 0.

= lim Ay =0 , adica functia este continud in x.
Ax—0

Reciproca nu este adevarata. Daca f (x) este continud in x, nu este necesar sa fie si
diferetiabila in x.

Exemplu: f(x)= |x| este continua in x =0, dar nu are derivatd in x =0, deci nu este nici

diferentiabila in acest punct.



Diferentiala

Fie y=f (x) o functie diferentiabila in punctul x. Atunci o crestere Ax in x produce o
crestere Ay a functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
unde a(Ax)— 0 pentru Ax — 0.

Daca A#0, partea liniara AAx a lui Ay se numeste diferentiala lui y= f (x) si se
noteaza cu dy sau df (x)

dy = AAx

AAx este partea liniara principala a lui Ay , deoarece a(Ax)Ax este un infinitezimal de
ordin mai mare decat 4Ax pentru Ax — 0.

Daca 4 =0, diferentiala este nula.

Din demonstratia teoremei 1 avem 4= f'(x), ceea ce duce la

dyzf'(x)Ax

Observatie: Diferentiala unei variabile independente x este

dx =Ax

Atunci, diferentiala functiei y = f(x) se poate scrie:

dy = f"(x)dx

Din aceasta scriere rezultd imediat notatia Leibniz pentru derivatd in forma unui raport
de doua diferentiale:

, d
(0=

Definitie: Spunem ca o functie y= f(x) este diferentiabild pe (a,b) daca functia este

diferentiabila in orice punct din (a,b).



Interpretarea geometrica a diferentialei

Fie y=f(x) o functie diferentiabild pe (a,b). Desenam tangenta la curba y = f(x) intr-
un punct M de abscisd x si consideram un punct M; cu abscisa x+dx. Desigur,
f'(x)=tge . Consideram triunghiul MPQ, in care

PQ=MP-1gp= f'(x)dx=dy

Astfel, diferentiala dy = f"(x)dx a functiei y= f(x) este cresterea ordonatei tangentei la

curba y = f(x) in M cand x are cresterea dx.

y=1(x)

et

Figura 2.9

2.6 Reguli de diferentiere

O Derivata unei functii constante

Functia y =C =ct, Vx e (a,b) are derivata y' =0, Vx e(a,b).
Intr-adevar, Vx e (a,b), VAx astfel incat x+Ax e (a,b), are loc
Ay c-C

y'=lim—=lim——=0, Vxe(a,b)
A0 Ay  Ax—>0 Ay



In concluzie, (C)' =0 si dC=0

O Derivata sumei de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x. Atunci, suma y(x)=u(x)+v(x) este

si ea diferentiabila in x si are loc:

Demonstratie:

Cu definitia derivatei avem:

(u +v)r (x) ~ lim (u+v)(x+Ax) —(u + v) (x)
Ax—0 Ax

~ im u(x+Ax)+v(x+ Ax) —u(x) —v(x)
B Ax—0 Ax

~ im {u(x+Ax)—u(x) N v(x+Ax)—v(x)}
Ax Ax

(u+ v)' (x)=u'(x)+V'(x)

Rezultatul poate fi extins la un numar finit de functii diferentiabile.

Exemplu:
y=e'+x"+2

O Derivata produsului de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x. Atunci, produsul y(x)=u(x)-v(x)

este si el diferentiabil in x si are loc:

(u(x)-v(x)) = u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)



d(u-v)zvdu+udv

Demonstratie:

Cu definitia derivatei avem:

N (u~v)(x+Ax)—(u~v)(x)
(u-v) (%)= lim o

Mim u(x+Ax)-v(x+Ax) —u(x)-v(x)
- Ax—0 Ax

im u(x+Ax)-v(x)—u(x)-v(x)+u(x+ Ax)-v(x + Ax) —u(x + Ax) - v(x)
Ax—0 Ax

Mim Ku(x + Ax) —u(x)

[ A, 22802000

Ax

Cum limita sumei este suma limitelor, are loc:

Mim [u(x + Ax) —u(x)

Av—>0 Ax JV(X)+£§}0u(x+Ax)(V(x+Ax)_V(x)j

Ax

(u ~v), (x) =u'(x)-v(x)+u(x)-V'(x)
Unde, s-a folosit

limu(x+Ax):u(x)

Ax—0
datoritd continuitatii functiei u(x). Demonstratia regulii de derivare a produsului

presupune derivabilitatea functiilor u si v, ceea ce implica continuitatea acestora.

Exemplu:
y= (xz —2)(6" +2)

Observatie: Un factor constant iese in fata derivatei si diferentialei, adica



Regula produsului poate fi generalizata la un numar finit de functii diferentiabile:

(u1 (x)u2 (x)---un (x))’ = ul'()c)u2 (x)un (x)+u1 (x)u; (x)---un (x)+...+u1 (x)u2 (x)u; (x)

O Derivata raportului de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x si v(x)#0 in x. Atunci, raportul

u (.x) . . . 1A .
y(x)= este si el diferentiabil in x si are loc:

v(x)

!
, (u)  uv-uw
Y=17= 2
v v

u vdu —udv
d — |=———, 0
(v) 2 v(x);t

Exemplu:
e —1

y_x2+3

2.7 Derivatele unor functii elementare

O Functia exponentiald y=a* (a>0, a#1) definita Vx e R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este




Caz particular: (ex) =e"

O Functia logaritmica y =Inx, (x > 0)

Pentru Vx, VAx, astfel incat x + Ax > 0 cresterea functiei este

Ayzln(x+Ax)—lnx=1n[l+£j

X
ln(1+mj ln(1+mj ln(1+mj
fim 2 = im Y/ — lim Y lim—— /2
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax x Ax—0 Ax X
xi -
X X

Observatie: log, x=log, e-Inx (a>0, a#1)

' r log, e 1
| =] | =—4 =
(log, x) =log, e(Inx) - i
' 1
1 =
= (ogax) xlna

O Functia putere y=x“, (a €R) definitd Vx>0

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay =(x+Ax)" —x* =x" [(Hﬂja —1}

X

limﬂz limx* ~———=x“lim~———=x llim
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax x M—0



L (1+x)"
Unde am folosit limita hng— =
X—> X

o

O Functii trigonometrice y =sinx, x€ R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay:sin(x+Ax)—sinx:ZSin%cos()H%j

sin— sin—
limgzlim—zcos(yﬁgj:lim 2 -1imcos(x+£}=l-cosx
2 A—0 Ax A0 2

!

= (sinx) =cosx

!

Similar, (cosx) =—sinx

. ' . .
(t )r sin x COSX €OSX —sin x(—sin x)
g X = =
COS X cos’ x
cos” x+sin’ x 1 7
= 5 =———, x#(2n+1)—
cos” x cos” x 2

[ 1 T
= (tgx) :coszx’ x¢(2n+1)5

.. 1 1
Similar, (ctgx) =——=—, x#nx
sin® x



Exercitiu:

. 1 . 1
Reprezentati grafic f(x)=—, x#0 si f'(x)=——2.

x X
8_
/-
o4
2

2 4 6 3
X
1z"2 |

Observatie: Graficele functiilor f(x) si f ’(x) sunt diferite. Mai mult, f(x) este functie
impard iar f '(x) este functie para. In general, derivata unei functii impare este o functie

para si vice-versa.



2.8 Derivatele functiilor compuse

Teorema 1: Fie u:(o(x) o functie diferentiabila in xy si fie y=f (u) o functie
diferentiabila in u, = ¢(x, ). Atunci, functia compusa y = f[p(x)] este diferentiabila in x,

si are loc

(o | =)o) (M

X=X

Observatie: Egalitatea de mai sus poate fi scrisa si in alte moduri

b _dydu

= sau "=y'u 2
T du dn Ve =y, (2)

Exemple:

sin x

1) Calculati derivata functiei y =e
v este o functie compusa de x care poate fi scrisa in forma

y=e" cu u(x)=sin x
!
sin x

= yxz(e”)uu;:e“ cosx =e™" cosx

2) Calculati derivata functiei y = 1n|x , x#0

v este o functie para definitd pe R — {O}
Daci x>0 = [f=x = y=Ihx = ). =(nx) :l, x>0

Daca x<0 = |x|:—x = y=In(-x)

In aceasta situatie derivam functia compusa

V. =y =l(—1)=i(—1)=l, x<0
u X



In concluzie,

(1nfx]) = % x#0 (3)

Observatie: Teorema 1 este valabild si pentru compunerea unui numar finit de functii. De
exemplu, daca

y=rl), u=pz) s z=y( “)
Atunci derivata functiei compuse y = f{p[y(x)]} este
Vi = Y (5)

cu conditia ca derivatele implicate sa existe.

Invarianta diferentialei

Daca y=f (u) este o functie diferentiabild de variabila independenta u atunci

dy = f'(u)du (6)
unde du = Au .

Fie u = (o(x) o functie diferentiabila de variabild independentd x. Atunci putem considera
y ca o functie compusd y = f [(o(x)] de variabild x. Putem exprima diferentiala functiei
compuse astfel

dy = {flp(x)]} «dx (7)

Cu teorema 1 de derivare a functiilor compuse avem
dy = f"(u)p’(x)dx ®)

Si deoarece (p'(x)dx = du , obtinem din nou relatia (6)

dy = f'(u)du



De retinut Diferentiala unei functii se exprima cu aceeasi formula indiferent
dacd argumentul functiei este o variabila independenta sau este o functie de o alta
variabila. Aceasta proprietate se numeste invarianta formei de exprimare a diferentialei.

In formula dy = f ’(u)du , diferentiala du este egald cu o crestere arbitrard Au a

unei variabile independente u sau daci u nu este variabild independenta, adica u = ¢(x),
atunci du = ¢'(x)dx este partea liniard a cresterii functiei u = @(x) si este in general
diferitd de Au .

Exercitii:

Calculati derivatele functiilor:

y ()62—2x+3)5

y =sin’ 4x
y:(2a+3bx)2, a,beR
y=Rla+bx’, abeR
y=cos(ax+p), a,feR
y=+xe" +x

y:x2102x

2.9 Diferentierea functiei inverse

Fie y=f (x) o functie definita pe [a,b]. Presupunem ca domeniul de valori al functiei
este [a, p ] Mai mult, presupunem ca fiecare punct y € [a, ,8] este imaginea unui singur
punct x € [a,b] astfel incat f(x)=y.



:I-.r." 4 - —— - — — — — _
; |
. I
O a X b X
Figura 2.10

Atunci, putem defini functia x = gp(y) pe [a,ﬂ] care asociaza la fiecare y e [a,ﬂ] un
xe [a,b] astfel incat f (x): y. Functia x = go(y) se numeste functia inversa a functiei

y=f(x).

Observatie: Daca x = ¢(y) este inversa functiei y = f(x), atunci y = f(x) este inversa

functiei x=¢(y) si scriem

fle)]=y si o[ f(x)]=x

Procedeu de determinare a functiei inverse:

Fie y=f (x) o ecuatie rezolvabild 1n x astfel Incat fiecare y este asociat cu exact un x.

Atunci, ecuatia xz(p( y), defineste pe x ca o functie de y si este inversa functiei

yzf(x).

Exemple:
1) Fie functia y =3x definita pe [0,1]. Atunci functia x :g definitd pe [0,3] este functia

inversa functiei date.



2)Fie functia y =x°,x € R. Functia inversi este x = %/; ,yeR.

Observatie: Functiile y = f(x) si x=¢(y) specifica aceeasi curbd in planul xy. Dac
reprezentam variabilele independente pe axa x in ambele cazuri, adicd daca reprezentdm
functiile y=f(x) si y=¢(x) inloc de y=7(x) si x=¢(y), atunci graficele celor

doua functii vor fi simetrice relativ la linia bisectoare din cadranul unu si trei ale planului
de coordonate.

Figura 2.11

Exemplu:
Functia y =e*, xR are ca functie inversi pe x=Iny, y €(0,+»)
Daca reprezentdm variabila independenta pe aceeasi axa Ox, atunci functia inersa

este y=Inx, xe (0, +oo) , 1ar graficele sunt simetrice fatd de prima bisectoare.

Definitie: O functie y = f'(x) este strict crescdtoare pe [a,b] dacd Vx,,x, €[a,b] cu

x, <x,,areloc f(x)<f(x,).

Exemplu: Functia y = x° este crescitoare Vx e R (vezi figura 2.12).



exp(z) Infz)

- -
Figura 2.12 f(x)=x’



Teorema 1: Fie y=f(x) o functie continua si strict crescatoare pe [a,b] si fie
a=f(a)si f=7(b). Atunci y = f(x) admite functie inversi x=¢(y) definitd pe

[, B] si mai mult x=¢(y) este continua si strict crescatoare pe [a, B].

Interpretare geometrica:

Figura 2.13

Curba AB reprezinta graficul lui y= f (x) care este continud si strict crescatoare pe
[a,b]. Fiecare y € [a,ﬂ] corespunde la un singur x € [a,b] astfel incat f(x) =y. Curba

AB stabileste o corespondentd unu-la-unu Intre x si y si atunci putem considera si x ca o
functie de y pe [a, ,B] , adicd putem spune ca x = (p( y) este inversa functiei y = f (x)

Functia x = (p( y) este reprezentatd de curba AB si este continud si strict crescatoare pe

[a,ﬂ] deoarece dacd y, <y, = x, <x,.

Observatie: Consideratii similare pot fi aplicate si Tn cazul unei functii continue si strict
descrescatoare pe un interval [a,b].



Teorema 2: Fie y = f(x) o functie care are derivatd nenula in xo, adica f'(x,)# 0 si fie
X= go( y) functia inversa, functie care este continud in y, = f (xo). Atunci functia

inversd x = (p( y) are derivata 1n yy si are loc:

1
0'(1)=—r—. f'(xg)# 0
S (xo)
. . . 1
Regula de derivare din teorema 2 se poate scrie si in forma: x|, =—-
Y

Interpretare geometrica:

Dacd y=f (x) are derivatd nenuld in x,, atunci existd tangenta la graficul y = f (x) in
punctul M, (x,, f(x,)) si aceastd tangentd nu este paraleld cu axa x. Atunci, existd si

tangenta la curba x = ¢(y) in acelasi punct M, (x,, f(x,)).

by

y=1(x)

‘0 =P (¥) | M, (x5 )
o I
O %, x
P
A
Figura 2.14

Functiile y = f (x) si x= qo(y) sunt inverse una alteia si sunt reprezentate grafic de
aceeasi curba.

f'(x0)=tga

9'(v,) =128



V4 1
1gf = tg(— - a] =ctga = —
2 tga
, 1
= ¢ (y() ) = '
S (xo)
Exerecitii:
Determinati derivata x/,, dacd
y=x+Inx y=3x+x y=x-sinx
Diferentierea functiilor trigonometrice inverse
a) y =arcsinx, xe[-1,+1]
3 —
2 —
F
1 —
-3 -2 -1 1 2
X
-1 4
-7
-3 -

Figura 2.15 f(x)=arcsinx



. . .. . oo T T )
y=arcsinx este inversa functiei x =siny definita pentru ye{—aﬁz}. Functia

. o PV T T
x =sin y are derivatd pozitiva X, =CO0sy pentru Vye (_5’+ Ej

~ 3 y'—i— 1 1 1
Y x! cosy \/l—sinzy \/l—xzj
' 1

= (arcsinx) =——, xe(-1+1)
1-x’

xe(-1,+1)

'
y

Observatie: Punctele x =1 nu sunt luate in considerare deoarece derivata x| =cosy

estenuldin y=+17/2.

b) y =arctgx, xeR

-4

Figura 2.16 f(x)=arctg x



. . T T
vy = arctgx este inversa functiei x = fgy pentru y € (— E’+ Ej

1 1 1

cos’ y
!

= (arctgx) 21;2, xeR
+

¢) Pentru a determina formulele de derivare pentru functiile y =arccosx si y = arcctgx
este suficient sa utilizam relatiile:

. T
arcsin x + arccos x = 5

/s
arctgx + arcctgx = E

! 1

= (arccos x) =— , xe(- 1,+1)
1-x°
' 1
= (arcctgx) =— ~, xeR
1+x
Diferentierea functiilor hiperbolice
et —e " e +e”

Definitii: shx = 5 chx =




Definitii:

chx shx

P

| shix) chiz) |

Utilizand regula de derivare a raportului si identitatea ch’x —sh’x =1, obtinem

!

(thx)l :(shxj _ ch*x —sh*x _ 1

chx ch’x ch’x

!

, 2. g2
(cthx) :(chx] :sh X 2ch x_ 12 Cx£0
shx shx sh”x



2.10 Diferentierea functiilor elementare de baza

1) (x”‘) =ax*", aeR, x>0

2) (logax)'— ! ,a>0, a1, x>0
xlna
3) (lnx), =l, x>0
x
4) (a") =a*lna, a>0, a#l
5) (ex), =e"
6) (sin x)’ =cosx
7) (cosx)’ —sinx
8) (tgx),: 12 , x¢£+k7z, keZ
cos” x 2
9) (ctgx)':— .12 , X2k, keZ
sin” x
10) (arcsin x)’ _ , xe(=1,+1)
1-x°
11) (arccosx)' __ , xe(=1,+1)
1-x°
12) (arcz‘gx), = ! >
1+x
13) (arcctgx) =_1+1x2
14) (shx) =chx
15) (chx) —shx
16) (th
) (i) =—
17) (cthx) =—%, x#0
sh™x

Diferentierea logaritmica

Aceasta este utila in cazul functiilor compuse de tip putere-exponentiala



v(x)
y=[u(x)]
unde u(x)>0 si u(x), v(x) sunt diferentiabile.

Iny=v(x)nu(x)

Exemplu:

2.11 Derivate i diferentiale de ordin superior

Derivate de ordin superior

Daci f(x) o functie derivabila pe (a,b), atunci derivata functiei f'(x) este si
ea o functie pe (a,b). Este posibil ca f'(x) si fie si ea o functie derivabila pe (a,b).
Derivata lui f"(x) se numeste derivatd secundd a lui f(x) sau derivata de ordinul doi a

lui f(x).

Notatie: f"(x), f (2)(x)



Similar, derivata de ordinul » a lui f (x) este derivata derivatei de ordinul n—1a lui

f(x), adica

!

7= (" ()

Exemple:

1) Calculati derivata de ordinul » pentru
y=e", k = const

y! — kekx , yn — kZekx , ym — k3ekx

Prin inductie se arata ca
()" ke, k=12....

2) Calculati derivata de ordinul n pentru

y=sinx

, . Vs
y' =cosx = sm(x+5]

" . . Vs
y' =-sinx= sm(x+ 25)

Prin inductie se arata ca:

(sin x)(") = sin(x + n%) , VneN

3) Calculati derivata de ordinul # pentru

Y =C0SX

, ) Vs
y' =—sinx = cos(erEj

n T
y =-—CoSsXx = cos(x+ 25)

Prin inductie se arata ca:



(cosx)" = cos[x - n%) , VneN

Multimea functiilor f(x) care sunt definite pe (a,b) si au derivate pani la ordinul 7
continue pe (a,b) se noteazi cu C”(a,b). Spunem ci o functie f(x) este infinit sau
indefinit diferentiabild pe (a,b) si scriem f(x)e C”(a,b) daci f(x) are derivate de

orice ordin in Vx e (a,b). De exemplu, e, sinx, si cosx sunt infinit diferentiabile pe R.

Exemplu: Calculati toate derivatele functiei y = x*

y(l) =4x°, y(z) =12x7, y(3) =24x, y(4) =24

)

Deoarece y'"’ este o constantd atunci toate derivatele de ordin mai mare ca patru sunt

nule

Interpretare fizica:

Considerim legea miscirii rectilinii a unui punct material s=s(t) . Prima derivati
s'(¢)=v(¢) defineste viteza punctului material la momentul ¢ , iar derivata secundi

s"(1)=Vv'(¢t)=a(t) defineste acceleratia punctului material la momentul 7.

Formula Leibniz

Fie u(x) si v(x) doud functii care au derivate de ordinul 7. Atunci:

a) daca y(x)z u(x)J_r v(x) — y(”)(x)z u(")(x)iv(”)(x)
b) dacd y(x)=u(x)-v(x) =

V' =u'v+uw'

Y'=u"v+2uV +w"

" ! r.n

Y =u"v+3u"V +3uV + " etc.
Prin inductie se arata cd are loc formula Leibniz:

() = ) n(n=1) oo, =)=k D) o

2! k!

o™




Exemplu:

1001)

Calculati derivata y( pentru functia y = x’e*

"

ooy z(ex,xz)(lom) _( x)(lom)xz +%(ex)<looo>(xz)’ +10012-'1000 (ex)(999)(x2) L0

P10 = ¥ x2 120026 x +1001-1000 - ¢*

Diferentiale de ordin superior
Fie y=f (x) o functie diferentiabila in punctul x. Diferentiala dy = f '(x)dx

poate fi si ea o functie diferentiabild de x. Atunci, exista diferentiala unei diferentiale a
unei functii date care se numeste diferentiala de ordinul doi sau diferentiald secunda a lui

y=flx).

Notatie: 4y
d*y=d(dy)

Similar, diferentiala de ordinul » unei functii y = f (x) este diferentiala diferentialei de
ordinul n—1 a functiei y = f (x) , adica

dny — d(dn—ly)

In continuare, deducem cateva formule importante pentru diferentialele de ordin
superior.

1) Fie y=f (x) o functie de variabila independenta x si care are diferentiale de orice
ordin. Atunci

dy = f'(x)dx
unde dx = Ax este independent de x. Prin definitie,
d’y =d(dy)=d(f'(x)dx)

Diferentiala f ’(x)dx este o functie de x in care factorul dx este independent de x si poate
iesi in afara semnului de diferentiere.



d*y = d(f(x))dx = (£'(x)) dvdv = £"(xNex)* = £"(x)d’
Prin inductie se arata ca formula de diferentiere de ordinul n este

d"y=f"(x)dx" unde dx" =/(dx)".

In notatia Leibniz derivata de ordinul n poate fi scrisd ca un raport de
diferentiale:

) _d"y
4 dx"
2) Fie y=f(u) cu u=¢(x) o functie diferentiabili de un numar suficient de ori.

Deoarece diferentiala are forma invarianta
dy = f'(u)du

unde du = (p'(x)dx este in general dependenta de x.
d’y=d(dy)=d(f"(u)du)=d(f W)+ f"(u)d(du)= [ "(u)du’ + 1 "(u)du

d’y=f"(u)du’+ [ (u)d’u
Observaie: Daca u este variabila independentd, atunci d’u =0 si
d*y = f"(u)du’
d’y=d(d’y)=d(f"wdu’ + f'(u)d’u)
=d(f"(u))du’ + f"(u)d (du® ) +d (f(u))d’u+ f'(w)d(d"u)

= " ()du du® + (e 2du d(du)+ ") du+ f'0)d

d’y :f"(u)a’u2 +3f"(u)du d2u+f’(u)d2u



Exerecitii:

1. Determinati cresterea Ay si diferentiala dy pentru functia y =5x+x" pentru
x=2 s1 Ax=0.001.

Ay = 5(x + Ax) + (x + Ax)* = 5x — x°
=(5+2x)Ax+Ax-Ax
Ay =(5+2-2)-0.001+(0.001)> =0.009001
dy =(5+2x)Ax =0.009
2. Calculati d’y pentru y =cos5x.

d’y =-25cos5x dx’

2.12 Diferentierea functiilor date in forma parametrica

In plan, considerim un sistem cartezian de coordonate xOy si doua functii
continue ¢(7) si w(¢) definite pe intervalul [@,B]. Acestea definesc o curba

parametrizata continud I". Ecuatiile parametrice ale curbei sunt:

Jx=0(1)
F'{y:w(t)’ tela,B]

Curba I' este formatd din multimea punctelor M cu coordonatele (go(t),t//(t)) obtinute

atunci cand ¢ parcurge intervalul [a, p ] .



y
M@OW O (p(p)w(p)
(Pa),W(a))
O X
Figura 2.17

Exemple:

1. Cercul de raza R, si centru originea sistemului de coordonate:

, te [0, 27[]

x =Rcost
I: ]
y=Rsint

5
Parametrul ¢ este unghiul dintre axa Ox si vectorul de pozitie OM masurat in radiani.
3 —

-3 -
Figura 2.18 Cercul curaza R =2



3. Elipsa cu semiaxele a si b:

te [0, 27z]

X =acost
r: ,
{y:bcost

Figura 2.19 Elipsa cu semiaxele a=4, b=2

Ecuatiile parametrice ale unei curbe plane pot fi reduse la ecuatia F(x,y)=0,
eliminand parametrul ¢. De exemplu,

-in cazul cercului
x =Rcost
I: S, te [0, 27r]
y=Rsint

eliminand parametrul ¢ se obtine x* + y* = R

-in cazul elipsei:



te [0, 272']

5

X =acost
y=bcost

2 2
.. ) X
prin eliminarea lui ¢ se obtine — +—y 5 =1
a

Uneori este dificila eliminarea parametrului ¢, situatie in care avem nevoie de
tehnici de determinare a derivatei lui y in raport cu x.

Astfel, fie o curba definitda parametric de functiile (o(t) si l//(t) definite si

continue pe (a, 8).
F:{ngp(t), te[a,ﬁ]

Presupunem cd functia x=¢(¢) admite inversi ¢=g(x). Atunci,
y= l//I: g(x)] este o functie compusa de x. Mai mult, presupunem ca ¢(7) si w(7) sunt

diferentiabile in re(a,B), ¢'(1)#0 si t=g(x) este diferentiabila in punctul x

corespunzator lui ¢. Cu teorema 1 de derivare a functiilor compuse, functia y =y [ g(x)]

este diferentiabila in x si
Vo=Vt

Cu teorema 2 de derivare a functiei inverse

1
t;=—'
xt
1y
Yy :y;'—,=—i
xt xl
y!
= y ==
X



. . . < < . . . d
Acelasi rezultat se poate obtine dacd impartim numaratorul si numitorul din d_y cu dt:
X

dy _dyldt _y'(1)
dx dx/dt ¢'(1)

Exemplu:

Consideram un cerc reprezentat parametric:

x = Rcost
I: o, te[O,Zﬁ]
y = Rsint

dy _dyl/dt _ Rcost

= = — = —cligt
dx dx/dt —Rsint
sau: ﬂ S
dx y

Daci  ¢(t) si w(r) au derivate de ordinul &, si ¢'(¢)#0, atunci functia compusa

y=y [ g (x)] are derivate de ordinul £ 1n raport cu x.

Astfel, derivata secunda este:

2242 4(£0)

v'(t)e'(t)-v'()e"(t) 1w () ()-v'(t)e"(1)

ﬁ
dx

N—"

Si in general,



In aceste formule de derivare, functia y = f (x) este datd in mod parametric de ecuatiile

x=x(t) si yzy(t).

Exemplu:
2

Calculati

12 pentru functia definitd parametric:
X

te [0, 27r] numita cicloida

r- x=a(t—sint)
“ly=a(l-cost)’

Figura 2.20 Cicloidacu a=1



2sin L cos
dy dyldt  asint S5 €08

dx  dx/di a(l—cost)

t
=ctg—
2sin’ L 2

2

d’y d(dy] d( tj dt d( t) 1
— = | = |=| g |\——=—|clg < | =
dx~  dx\dx) dt 2) dx dt 2) dx/dt

1

1 1 1

1
2 a(l1—-cost) 4qsin’ Lsinz 13 4qgsin’ 4
2 2 2

. t
sin® —
2



2.13 Teoremele de medie: Rolle, Lagrange, Cauchy

Teorema 1 (Rolle):

Daci o functie f'(x)
1. este continud pe intervalul inchis [a,b]
2. este derivabila pe intervalul deschis (a,b)
3. ia valori egale la capetele intervalului, adica f (a) =f (b)
atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat /(&) =0

Interpretare geometrica: intre a si b existd cel putin un punct £ in care tangenta la

curba y = f(x) este paralela cu axa x.

¥
A ———— |

|
y | !

I | |

| | | I

| 1 | |

I : ; !

O a &1 &2 b X
Figura 2.21

Exemple: (subliniaza importanta ipotezelor teoremei)

1) f(x)=|x , xe[—1,+1]




20
1.5 1
¥ 10+

0.5+

Figura 2.22 f(x)=|x|

Pentru aceasta functie, nu este indeplinita ipoteza 2 a teoremei, deoarece functia nu este
derivabild in x =0. Teorema lui Rolle nu este aplicabila, deci 1n intervalul (—1,+l) nu

exista nici un punct in care f'(x)=0.

2) f(x):x—[x], xe[O,l]

et

Q
— - — — —

X

Figura 2.23 f(x)= x—[x]



Pentru aceasta functie, nu este indeplinitd ipoteza 1 a teoremei, deoarece functia nu este
continud in x =1. Teorema lui Rolle nu este aplicabila, deci in intervalul (0,1) nu exista

nici un punct in care f'(x)=0.

Teorema 2 (Lagrange sau a cresterilor finite):

Daca o functie f (x)
1. este continud pe intervalul inchis [a,b]
2. este derivabild pe intervalul deschis (a,b)

atunci exista cel putin un punct & e (a,b) astfel Tncat

/(6)~f(a)

(). fe(an)

a

Observatie: Teorema Rolle este un caz particular al teoremei Lagrange si se obtine
impunand f(a)= f(b).

Interpretare geometrica: intre a si b exista cel putin un punct £ in care tangenta la
curba y = f(x) este paraleld cu coarda AB, unde A(a,f(a)) s B(b,f(b)).

Figura 2.24



in formula

sau

f(B)-£(a)=1'(£)(b-a), &e(ab)
numarul necunoscut & poate fi reprezentat in forma
E=a+0(b-a), 0<(0.1)
f(b)-f(a)=f"(a+60(b—a))(b-a), 6€(0,1)
Inlocuind a si b cu x si x+ Ax respectiv, obtinem
Af (x)=f(x+Ax)— f(x)=f"(x+60Ax)Ax, O<(0,1)

Aceasta expresie reprezintd o relatie exacta intre cresterea argumentului si cresterea
functiei, 1n timp ce

este o relatie aproximativa, a carei eroare relativa tinde la zero pentru Ax — 0. In relatie
exactd insd numarul 0 este in general necunoscut.

Exemplu:

Cu ajutorul teoremei Lagrange aratati ca:

|arctg x, —arctg xl| < |x2 -x [, Vx,x,eR

Consideram functia f(x)=arctg x. Aceasta verifica ipotezele din teorema Lagrange pe

orice interval [x,,x,]eR.
f(xz)—f(xl)=f'(§)(x2—xl), fe(xl,xz)

(xz—xl), fe(xl,xz)

arctg x, —arctg x, =

b
1+ &



|arctg X, —arctg x1| =—7F|%, —xl|

Deoarece <1, VéeR

14+ &2

|arctg X, —arctg x1| < |x2 —x1|

Teorema 3: (Cauchy)

Daca functiile f(x) s (o(x)
1. sunt continue pe intervalul inchis [a,b]
2. sunt derivabile pe intervalul deschis (a,b)
3. ¢'(x)#0 pe (a,b)
atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat

Observatie: Teorema Lagrange este un caz particular al teoremei Cauchy pentru
p(x)=x.

Remarca: Teoremele Rolle, Lagrange si Cauchy afirma existenta unor puncte de mijloc
£ e(a,b) in care formulele mentionate sunt valabile. Din acest motiv, acestea se numesc

teoreme de medie.

2.14 Regula L’ Hospital

Teorema 1: (Regula L Hospital pentru nedeterminarea %)

Fie functiile f'(x) si ¢(x) definite pe o vecinatate (a—3&,a+6) a punctului a cu

o posibild exceptie in a. Daca au loc:



1) limf(x) = lim(p(x) =0
2) f(x) si @(x) sunt derivabile pe (¢ —&,a+3) cu o posibila exceptie in a
3) ¢'(x)#0 pe (a—5,a+5)

4) tim . :(x) 4
o (x)

atunci
A GO J (C)

=4
x—a ¢(x) x—>a ¢’(x)

Aceasta relatie reprezintd regula L’Hospital care permite, in conditiile mentionate,
inlocuirea limitei unui raport de functii cu limita raportului derivatelor acestora, limita
care uneori este mai usor de calculat.

Exemplu:

[

_ l-cosx . (l-cosx)  sinx 1

lim — =1lim =lim =—

x—0 X x>0 ( 5 4 x>0 Qx 2
x’)

Observatii:

1) Daca conditiile din teoremd sunt satisfacute pe (a—5,a) sau (a,a+5 ) , atunci

regula L’ Hospital este aplicabild la calculul limitelor laterale.

2) Este posibil ca limita raportului derivatelor sd nu existe In timp ce limita
raportului functiilor respective sa existe. De exemplu,

, 1 .
f(x):x sm; (p(x)—

1
x* sin —
im? ) i i sin =0
x—0 ¢(x) x—0 X x—=0 X
lim / (x) = lim(2x sinl —Cos lj nu exista
x—0 ¢’ (x) x—0 X X



3) Uneori regula L’Hospital poate fi aplicatd in mod repetat la calcularea limitei

lim%x)) . De exemplu, dacd f(x) si ¢(x) si derivatele lor f'(x) si ¢'(x)
X—>a ¢ X
toate satisfac ipotezele teoremei 1, putem aplica regula L’ Hospital si la calcularea
[t T '"(x)
imitei lim-— .
X—a ¢ (x)
Exemplu:
limx—s3inx —lim (x—sinx) . l—cozsx zlim(l_cosx) —lim sinx _ 1
x—=0 X x—=0 (x3 )' x—=0 3x x—0 (3x2 )’ x—0 6x 6

Teorema 2: (Regula L’Hospital pentru nedeterminarea f)
e}

Fie functiile f'(x) si ¢(x) definite pe o vecinatate (a—3&,a+6) a punctului a cu

o posibild exceptie in a. Daca au loc:
1) 1imf(x):oo si lim(p(x) =0

2) f(x) si @(x) sunt derivabile pe (¢ —&,a+3) cu o posibila exceptie in a
3) ¢'(x)#0pe (a—5,a+5)

4 tim?. ,(x) 4
Xx—a ¢ (x)
atunci

limM = limM =4

o) o)

Regula L’Hospital se foloseste si la calcularea urmatoarelor nedeterminari:

a) Evaluarea nedermindrii 0-c0 Fie F = f-¢ cu lim f(x)=0, limg(x)=oc0. Daca
calculam limita lim[ f (x)(p(x)] avem o nedeterminare de tipul 0-co Scriind

produsul F = f-¢ in forma



s
T
®

) . 0 . .
obtinem nedeterminarea o’ iar in forma

4
F=—
1
f
. . o0 .
obtinem cazul de nedeterminare — abordat anterior.
o0
Exemplu:
1
. . Inx . X
lim (xlnx)= lim —== lim ——=0
x—0,x>0 x—0,x>0 1 x—0,x>0 1
X x’

b) Evaluarea nedermindrii oc—o Fie @ =f—¢ cu limf(x) =0, lim(o(x) =,
Daca calculdm limita lim[ f (x)—go(x)} avem o nedeterminare de tipul co—oo.

Scriind functia @ in forma

SR
~ |~

1

O=f-p=

S |-

LT
e S

obtinem cazul de nedeterminare 0 abordat anterior.

Exemplu:

x—1

Inx——
hmﬂi;__szm? Lol i x

x—1 Inx x—>1 X—llnx




.o xlhnx—-x+1 . Inx+1-1 ) Inx
=lim =lim =lim——=

. (x—l)lnx ! lnx+()c—1)l I x+1—l
x x
1
Cpeoox 1
T, T2
x X
o) lim[ £ (x)]"" in situatiile
1) hmf(x) hm(p(x) =0 0°
i) lim /(x)=1, limg(x)=00 1”
iii) lim £ (x) =0, limp(x)=0 o0’

Pentru a rezolva aceste nedetermindri se recomandd calcularea limitei logaritmului
natural din functia initiald, adica

y=f? si limlny=Ilimeln f
xX—a xX—>a
Aceasta noua nedeterminare este de tipul discutat la punctul a) adica 0-c. Daca

limlny=4 atunci limy=e"

X—a X—a

Exemple:

I. lim x* , x>0
x—0,x>0

X

y=x" = Iny=xlnx

1
: Inx . -
lim Iny= lim xlnx= lim —~= lim —*-=0
x—0,x>0 x—0,x>0 x—0,x>0 1 x—0,x>0 1
;N T2
X X

= lim y—e =1

x—0,x>0



1
2. lim(1+x)"

1
y=(I1+x)* = Iny=xIn(l+x)
0

0
limln y =lim Indl + x) =lim !
x—=0 x—0 X x—0 x + 1

=1

= lim y=e'=e

x—0,x>0

Teorema 3:

Fie functiile /'(x) si ¢(x) definite pentru x cu |x| mare. Dac au loc:

1) lim f(x)=o0 si limg(x)=c0 sau lim f(x)=limg(x)=0

X—>0

2) f(x) si @(x) sunt derivabile pentru x cu |x| mare

3) ¢'(x)#0
Himl )y
2 g (x)
atunci
limM = limM =A
= p(x) o g(x)
Exemple:
2
D lim > = lim 2 = lim > =0
x40 @ x40 @ x40 o
n n-1
2) lim X = tim ™ == lim Z =0
X—>+00 e' X—>+00 e' X—>+00 e

Se observa ca exponentiala creste mai repede decat functia putere la infinit.



Observatie: Uneori Regula L’Hospital nu poate fi aplicata.

) 1 A+ x?
= lim —— = lim etc.
X—>+00 X X—>+0 X

Dar,
Vitx® 1
lim Y = —+1=1
X—>+0 X X—>+00 X
2.15 Monotonia functiilor
Definitii

O functie f(x) definita pe [a,b] este crescatoare pe [a,b] daca Vx,,x, €|[a,b],
X <X, = f(xl)sf(xz)-

Daci x, <x, totdeauna implica f(x,)< f(x,), atunci f(x) este strict
crescdtoare pe |a,b).

f(x) este descrescitoare pe |a,b] daci Vx,x,ela,b], x <x, =
f(xl)2 f(xz)'

Daci x, <x, totdeauna implica f(x,)> f(x,), atunci f(x) este strict
descrescatoare pe [a,b].

O functie f(x) este monotond pe [a,b] dacd f(x) este numai crescitoare sau
strict crescatoare, sau numai descrescatoare sau strict descrescitoare pe [a,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivati f'(x) pe (a,b).
Functia este crescatoare pe [a,b] daca si numai dacd f'(x)>0, Vx € (a,b).



Teorema 2: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivati f'(x) pe (a,b).
Functia este descrescitoare pe [a,b] daci si numai daci f'(x)<0, Vx € (a,b).

Observatii:

- Daci f'(x) nu-si modifica semnul pe un interval, atunci functia este monotona
pe acel interval.

- Daca f'(x)>0 pe (a,b) = f(x) este strict crescatoare pe (a,b).

- Daci f(x) este strict crescatoare pe [a,b], % f'(x)> 0 pe (a,b).

Exemplu:

f(x)=x" este strict crescitoare pe [-1,+1]. Totusi derivata sa f'(x)=3x”este
nuldin x=0.
4 —

Figura 2.25 f(x)=x’



Functie strict crescatoare sau strict descrescatoare intr-un punct

Definitie: O functie f(x) este strict crescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, — &,x, +5) aluixgastfel incat f(x)< f(x,), Vx<x, si f(x)> f(x,), Vx> x,.

et

Figura 2.26

Analog, o functie f(x) este strict descrescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, — &,x, +5) aluixgastfel incat f(x)> f(x,), Vx<x, si f(x)< f(x,), Vx> x,.

Figura 2.27

Teorema 3: Fie f(x) o functie care are derivati f'(x,) in punctul xo . Daca f"(x,)> 0,
atunci functia este strict crescitoare in xy si dacd f'(x,)<0 atunci functia este strict
descrescatoare in xy. (conditii suficiente nu neaparat necesare)



Exemple: 1)

-

y=1{x)

O X
Figura 2.28

Functia este strict crescdtoare in x, =0, si totusi derivata nu existd In acest punct.

2) y=x

4
Figura 2.29 f(x)=x’
Functia este strict crescatoare in x, =0, si totusi derivata este nuld in acest punct.



2.16 Punctele de extrem ale unei functii

Definitii Fie f (x) o functie definitd intr-o vecinatate a punctului x; .
Spunem ca functia are un maxim local n xy daca existd ¢ > 0 astfel incat

A = f(x)=f(x,)<0, Vxe(x,-0,x,+5)

et

y=1(x)

|
f(x,)

|
|
|
|
|
|
O X -0 X, Xg+o X

Figura 2.30

Spunem ca functia are un minim local in x, daca exista o > 0 astfel incat

Af:f(x)—f(xo)ZO, Vxe(xo —-0,X, +5)

et

Figura 2.31



Maximul local si minimul local al unei functii se numesc extreme locale ale functiei.

Observatie: In aceste definitii nu s-a presupus continuitatea functiei in xy.

Exemplu:
f(x)— x*,x#0
LLx=0
4 3 P2 o1 4

4 -
Figura 2.32

Functia nu este continud in x, =0 dar are un maxim local in x, = 0. Intr-adevar, exista
§>0, 5=1astfel incat f(x)—f(0)=f(x)-1<0 V xe(-L+1).

Teorema 1: (conditie necesard de extrem) O functie f (x) poate avea un extrem local
numai in puncte in care derivata sa f'(x) este fie nuli fie nu exist.



Interpretare geometrica

e

!
I
X4 X, X

¥
o

¥
B

Figura 2.33

Functia din grafic are extreme locale in punctele x;, x,, x3 si x4. Derivata sa f '(x) nu
exista n x; si x4 si este nula in x; si x3.

Definitii:

Punctele critice pentru o functie sunt punctele in care sunt satisfacute conditiile necesare
de extrem. Acestea sunt ridacinile ecuatiei f'(x)=0 si punctele in care f’(x) nu exista.

Punctele stationare pentru o functie sunt punctele in care f '(x) =0.

Observatie: Teorema 1 furnizeaza doar conditii necesare de extrem. Nu orice punct critic
pentru functie este punct de extrem.

Exemplu: f(x)=x’

f'(x)=0 = x=0 punct critic

Totusi functia nu are extrem in x, =0 deoarece f(0)=0 si f(x)<0 Vx<O0 si f(x)>0

Vx > 0 ceea ce inseamnd ca functia creste in x, =0.



Figura 2.34 f(x)=x’

Dam in continuare doud teoreme care furnizeaza conditii suficiente pentru
maxim sau minim al unei functii Intr-un punct.

Teorema 2: Fie functia f (x) continud in xy s1 fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f’(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)>0 Vxe(x,—5,x,)si f'(x)<0 Vxe(x,,x, + ) adici derivata schimba semnul

de la pozitiv la negativ in xy atunci cand x trece prin x, de la stanga la dreapta. In aceste
conditii functia are maxim 1n x,.

Teorema 3: Fie functia f (x) continud in xy s1 fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f’(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)<0 Vxe(x,—8,x,)si f'(x)>0 Vxe(x,,x, + ) adici derivata schimba semnul

de la negativ la pozitiv in x, atunci cand x trece prin xy de la stanga la dreapta. In aceste
conditii functia are minim in x.

Observatie: Ipoteza de continuitate a functiei in x, este importanta in teoremele 2 si 3.



Exemplu:

-E x+1|

Figura 2.35

£'(x) nu exista in x. Derivata schimba semnul cand x trece prin x, = 0, totusi functia nu
are extrem in x, = 0 deoarece nu existd o vecinitate a lui x, =0, in care f(0)=1 sa fie

maximul sau minimul functiei.

Explicatia consta in lipsa continuitatii functiei in x, =0.

Procedeu de determinare a punctelor de extrem
a) Calcularea derivatei f'(x) si a radacinilor ecuatiei f'(x)=0.

b) Determinarea punctelor in care f ’(x) nu existd. Aceste puncte impreund cu
radacinile lui f '(x) =0 sunt punctele critice ale functiei.

c) Determinarea semnului lui f '(x) la stanga si la dreapta fiecarui punct critic.



Atunci, functia are maxim in punctul critic xy daca f '(x) isi schimba semnul de la pozitiv
la negativ cand x trece prin punctul critic de la stdnga la dreapta. Functia are minim in
punctul critic xy daca f ’(x) isi schimba semnul de la negativ la pozitiv cand x trece prin
punctul critic de la stanga la dreapta. Daca f '(x) nu-si modifica semnul cand x trece prin
punctul critic xy , functia nu are nici maxim nici minim in x.

Exemple:

X

1) y=x’e

4
Fihura 2.36 f(x)=x¢"

a) y'=2xe " —x’e " =e(2-x)x
b) y'=0 = punctele critice x =0, x=2.

c)semnul derivatei

X — o0 0 2 + 00

7'(x) O++++++++++ 0

f'(x)<0 lastangalui x=0si f'(x)>0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim

f '(x) >0 lastangalui x=2 si f ’(x) <0 ladreaptalui x =2 = x =2 punct de maxim




2) y :x2/3

—&

Figura 2.37 f(x)=x""

b) y' =0 nu are radicini, y'nu existdin x =0 deoarece y'(0)=—0 si ' (0)=+o0
Functia are un singur punct critic x =0.

c) semnul derivatei

X — 0 + o0

£'(x) +++++++++ A+

f'(x)<0 lastangalui x=0si f'(x)>0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim




3)y:x3

- -
Figura 2.38 f(x)=x’

a) y' =3x’
b) y'=0 = puncte critice x =0

c) f '(x) =3x>>0 Vx#0 = derivata este pozitivd si la stAnga si la dreapta lui x =0
= functia nu are extrem.

Derivata secunda in investigarea punctelor de extrem

O conditie suficientd de extrem este data de teorema urmatoare.

Teorema 4: Fie f(x) o functie care are prima si a doua derivatd in x, astfel incat
f'(x,)=0 si f"(x,)#0. Atunci, functia are in xy un maxim daci f"(x,)<0 si un

minim dacd f"(x,)>0.



Procedeu de investigare a punctelor de extrem:
a) determinarea punctelor critce

b) calcularea derivatei secunde f "(x) intr-un punct critic xy si al semnului derivatei
secunde, dacd aceasta existd. Daca f"(x,)< 0, atunci functia are maxim in xy si

dacd f"(x,)>0 functia are minim in x.

Daca f ”(x) este fie nula fie nu exista, atunci putem decide asupra punctului de extrem cu
prima derivata.

‘CZ

Exemplu: y=¢"

Figura2.39 f(x)=e ™

XZ

y'=-2xe* = x=0 punct critic
y'= e —2xe ™ (— 2x) =2 +4x’e™ y"(O) =-2<0

Atunci, functia are maxim in x =0.



2.17 Convexitatea. Forma unei curbe. Puncte de inflexiune

Fie o curbd definita de functia y = f'(x) si fie f'(x,) derivata finitd a functiei
in punctul x, astfel, curba admite tangentd in M, (xo, f (xo)), tangenta care nu este

paralela cu axa Oy.

et

Figura 2.40

Definitii:

. O curbd este convexd intr-un punct My daca existd o vecinatate (x,—&,x,+J) a

punctului xy astfel incat toate punctele curbei cu abscisele continute in (x, —&,x,+J) sa

se afle deasupra tangentei la curba in punctul M, (figura 2.40).

. O curbi este concava intr-un punct My daca existd o vecinatate (x,—8,x,+J) a

punctului x, astfel incat toate punctele curbei cu abscisele continute in (xo -0,X,+0 ) sa

se afle sub tangenta la curba in punctul M, (figura 2.41).

. Fie y = f(x) o functie diferentiabila pe (a,b). Spunem ca graficul lui y = f(x)
este convex (concav) pe (a,b) dacd graficul se afla deasupra (dedesubt) de tangenta la

curba y = f(x), Vxe(a,b).



et

Figura 2.41

. Punctul M, (xo, f (xo)) se numeste punct de inflexiune al curbei y = f(x) daca
existd o vecinatate (x,—J,x,+5) a punctului xy astfel incit curba este concava

Vx e(x,—5,x,) siconvexd Vx e (x,,x,+5) sau vice versa.

Observatie: Mo(xo, f (xo)) este punct de inflexiune daci la stinga si la dreapta

punctului curba se afld in semiplane diferite fata de tangenta la curba in M,.

et

M

1
|
|
I
I
!
I
I
I
O X,—0 X Xp+0 X

Figura 2.42



Procedeu analitic de investigare a convexitatii si a punctelor de inflexiune

Consideram un punct de pe curba y = f(x) si un punct de pe tangenta la curba
y=f(x) in punctul M (xo, f (xo)). Presupunem ci aceste puncte au aceeasi abscisd x

si fie y ordonata punctului ales pe curba si Y ordonata punctului ales pe tangenta. Evident,
dacd y-Y >0, Vx=#x, dintr-o vecindtate a punctului x,, curba este convexa in M, si

dacd y—-Y <0, Vx # x, dintr-o vecinatate a punctului x, curba este concava in M.

et

Figura 2.43

Pentru a determina convexitatea curbei in M, este suficient sd investigdm semnul
diferentei y —Y pe o vecindtate a punctului xy.

Ecuatia tangentei este
= flx)= 10 N =x,)
= y=Y=f(0) =[x )+ (o x—x,)]=
=[f)= 1o )= 1o Jor = x,)

Notdm: h=x-x,

= y=Y=[f(x+h)=f(x)]-f(x)-h

Presupunem ca functia admite derivatd secunda f "(x) in xy i pe o vecindtate a
lui xy. Aplicam teorema Lagrange in ultima relatie:



f(xy+0-h)h—f"(x)h=] [ (x,+0-h)- f"(x,) ]
unde =6(h) si 0<6<I1.

Atunci:

" . "(x, + Ax)— f'(x
f (xo)—‘ lln})f( 0 ) f( 0)
Consideram Ax=6-h

()= g Tt O R ()

Cu teorema 1 de la operatii cu limite putem scrie:

S (% +0-1)= 1"(x,)
0-h

= () + e (6h)
f'(x+6-h)=f'(x,)=f"(x,)0-h+a(6-h)O-h

unde a(0~h)—>0 pentru 7 — 0.

In concluzie,

y=Y=[f"(x,)+a(0-h)]0-K

Fie f"(x,)#0. Deoarece &(6-h) este un infinitezimal pentru 4 — 0, exista

§>0 astfel incat f"(x,)+a(0-h) are acelasi semn cu f"(x,) pe (x, —&,x, +5). Mai

mult, 8-h*>>0.

Daca f ”(x0)> 0 = y-Y >0 pentru x suficient de aproape de xy. Curba este

convexa in M (x,, f(x,)).

Daca f "(x0)< 0 = y-Y <0 pentru x suficient de aproape de xy. Curba este

concavi in M, (x,, f(x,)).

NS

F)>0 = M, (x,.1(xy))



M, (%, .£(xp))

f"(x%)<0 =
Figura 2.44

Conditie necesari pentru punct de inflexiune: M, (x,, f(x,)) poate fi punct
de inflexiune pentru curba y = f(x) doar dacd f"(x,)=0 sau daca f"(x,) nu exist.
Aceasta conditie nu este suficienta.

Exemplu: f(x)=x" f"(x)=12x £"(0)=0

Totusi punctul x, =0 nu este punct de inflexiune pentru functie. In acest punct curba este
convexa.

—4

Figura 2.45 f(x)=x"

O conditie suficienta pentru inflexiune este continutd in torema urmatoare.



Teorema 1: Fie y=f (x) o functie care are derivata secunda pe o vecindtate a punctului
Xo §i aceasta este continud in x, . Atunci, punctul M (x,, f(x,)) este punct de inflexiune
al curbei y = f(x) daca f"(x,)=0 si derivata secunda isi schimba semnul in xy cdnd x

trece prin xy.

Observatie: Este posibil ca In punctul de inflexiune x,, tangenta la curba y = f (x) sa fie
verticala, adica paraleld cu axa Oy , astfel incat f ”(x) nu existd in punctul x.

Exemplu:
2
x—5/3

fE)=x" )= )=

Derivata secunda f”(x) nu se anuleazi in nici un punct si in x = 0 derivata secunda nu
existd. Investigdm semnul derivatei secunde pe o vecinatate a lui x =0.

{f"(x)>0, Vxe(—5,0)
f”(x)<0, ‘v’xe(O,é‘)

Curba este convexa la stdnga lui zero si concava la dreapta lui zero, deci punctul x=0
este punct de inflexiune.

—4

Figura 2.46 f(x)=x'""



Conditie suficienta pentru punct de inflexiune:

Fie y=f (x) o functie care are derivatd secundd continud pe o vecindtate a
punctului x, cu o posibila exceptie in xy. Atunci, punctul M (xo, f (xO )) este punct de
inflexiune al curbei y= f(x) dacd f"(x,)=0 sau nu existi si derivata secunda isi
schimba semnul in x cand x trece prin xy.

2.18 Asimptote

Consideram o curbd y = f (x) care are ramurd la infinit. O asimptotd a unei

ramuri la infinit este o dreaptd pentru care distanta & dintre un punct M de pe curba si
dreapta tinde la zero cand M se indeparteazd la infinit fatd de originea sistemului de
coordonate.

e

Figura 2.47

Asimptote verticale

Dreapta x = x, este asimptota verticala la graficul functiei y = f (x), daca cel putin una
din limitele urmatoare au loc:



lim f(x) =+ lim f(x) =+

X—>X(,X<X, X—>X(,X>X,
Exemplu:
y =— are asimptota verticald x =0, deoarece
X
.1 .1
lim —=-—o lim — =400
x—0,x<0 x x—0,x>0 x
10
¥

-10

-10 -

Figura 2.48 f(x)= 1
X

Pozitii posibile pentru o curba si asimptotele sale verticale:



e
e =

—

e

et
et

Figura 2.49

Procedeu de determinare al asimptotelor verticale
a) Determindm punctele de discontinuitate ale functiei y = f (x)

b) Selectam acele discontinuitdti in care cel putin una dintre limitele laterale ale

functieiy = f(x) este +oo. Fie acestea x,, x,, ..., x,. Atunci dreptele x =x,,
X=1x,, ..., x=x, vor fi asimptote verticale la graficul y = f(x).
Exemplu:

1 : .
y=— are asimptotele verticale x=-1, x=+1.
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Figura 2.50 f(x)=

2

Observatie:
Dacad x, este capdt de interval pe care este definitd functia y= f (x), atunci dreapta
x = x, poate {1 asimptota verticald daca limita laterald corespunzatoare este infinita.
Exemplu:

y=Inx, Vxe(0,+w)

lim Inx=-0, = x=0 (axa Oy) este asimptota verticala.

x—0,x>0



- -
Figura 2.51 f(x)=Inx

Asimptote oblice

Presupunem dreapta y =ax+b asimptotd oblica la graficul functiei y=f (x) Prin
definitie, distanta & de la punctul M (x, f (x)) de pe curba y=f(x), la dreapta

: . b4 o . . .
y =ax+b tinde la zero pentru x — +oo. Fie o # By unghiul dintre asimptota si abscisa.

et

M

Figura 2.52



5:|MN|cosa
Deoarece cosa # 0, atunci |MN| — 0, 6 =0 pentru x — +o0
|MN|:‘f(x)—ax—b‘

Adica, dreapta y =ax+b este asimptotd oblica la graficul functiei y= f (x) daca si
numai daca

lim (f(x)—-ax—b)=0

X—>+0

Cu teorema 1 de la operatii cu limite f (x) —ax —b admite o reprezentare de forma:

f(x)—ax—b=0+a(x), lim (x)=0

X—>+0

f(x)=ax+b+a(x), lima(x)=0

X—>+00

Observatie: Dacd existd o asimptotd y=ax+b la curba y=f (x) pentru x — 400,
atunci functia y = f (x) este aproape o functie liniard pentru x — 4+, adicd y = f (x)
diferd de y = ax+b printr-un infinitezimal pentru x — +.

Teorema 1: Pentru ca graficul functiei y= f (x) sd aibd asimptotd oblicd y=ax+b
pentru x — +oo este necesar $i suficient ca sa existe limitele:

im L), si lim[f(x)-ax]=b

X—>+0 X X400

Exemplu:

X
y=——", x#1
x—1

x=1 asimptota verticala

x x2—1+1 1
= =x+1+——
x—1 x—1 x—1




1
—— >0 pentru x > ©
x—1

Astfel, f(x) =x+l+a (x) unde « (x) = Ll este infinitezimal pentru x — oo
x —
2

Si, graficul functiei y =

are asimptota oblica y=x+1.
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Figura 2.53 f(x)=

x—
Asimptote orizontale

Daca functia y = f (x) are limita finitd lim f° (x) =b, atunci dreapta y =D este asimptota

orizontala la graficul functiei.

Observatie: Asimptota orizontala este caz particular de asimptota oblici cu a =0.

Exemple:
) y= 1 liml =0 atunci y =0 este asimptotd orizontald (figura 2.54)
X X—>0 X

2) y=arctg x (figura 2.55)
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Figura 2.54 f(x)=1/x
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Figura 2.55 f(x)=arctg x



. T : b4 . . < <
lim arctg x = By atunci y = By este asimptota orizontald la ramura dreapta

X—>+00

. V4 . V4 . . g A o
lim arctg x = DY atunci y = 5 este asimptota orizontala la ramura stanga

x—>—0

3) y:sinx, y(O):l

. sinx
lim

X—>0 X

=0 atunci y =0 este asimptota orizontala
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Figura 2.56 f(x) S

X

Observatie: graficul functiei intersecteaza asimptota.



2.19 Graficul unei functii

a) Stabilim domeniul de definitie

b) Stabilim punctele de discontinuitate §i speta acestora. Determinam asimptotele
verticale.

c) Determindm simetria functiei, adica paritatea si periodicitatea acesteia.

d) Stabilim punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de coordonate.

e) Analizadm comportarea functiei la infinit. Stabilim asimptotele orizontale si oblice.

f) Stabilim monotonia functiei §i punctele sale de extrem.

g) Stabilim intervalele de convexitate si punctele de inflexiune.

Exemple:

1
1+x*

a) domeniul de definitie este R .
b) nu are puncte de discontinuitate si nici asimptote verticale.

c) functia este pard deoarece f (—x)= f(x), deci are grafic simetric fatd de axa Oy.

d) f(0)=1 = punctul (0,1) este intersectia cu ordonata.

e) lim f(x)=lim L 0 = dreapta y =0 este asimptota orizontala.

X—>to0 x—to | 4 )C2

Nu are asimptote oblice.

1
'~ 9
Doy (1+x2)2 *

y'>0 pentru x <0 strict crescatoare pe (—w,0)
y'<0 pentru x>0 strict descrescatoare pe (0,+ow)

x =0 este punct critic, deoarece este solutie a ecuatiei ' =0
f ’(x) schimba semnul de la pozitiv la negativ cand trece prin x =0 de la stanga la

dreapta deci x =0 este punct de maxim.

1-3x°

" _p. 2%
U ey
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1+ x?
La urmatoarele exemple vd invitdim sd parcurgeti algoritmul si va prezentdim doar

Figura 2.57 f(x)=

. : 1 1
graficele, drept mijloc de verificare. 2) y=x+— 3) y=x +—
X X



Figura 2.58 f(x)=x*+1/x
10
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Figura 2.59 f(x)=x+1/x*



2.20 Teorema Taylor

Formula Taylor pentru polinoame

Fie polinomul de gradul »
P(x)=b, +bx+b,x> +...+bx", b #0
unde b,,b,,b,...b

sunt coeficienti constanti.

n

Polinomul P(x) poate fi exprimat ca o dezvoltare dupa puterile lui x—a, cu alti
coeficienti, unde a este un numar arbitrar.

Intr-adevar, consideram x =a+1¢ si
P(x)=Pla+t)=b, +b(a+t)+...+b, (a+1)
Daca dezvoltdm parantezele si adunam termenii cu puteri egale in 7, putem scrie
Pla+t)= Ay + At + At* +...+ A 1"
Substituind ¢ = x —a revenim la variabila x:
P(x)=A,+ A (x—a)+ 4,(x—a) +...+ 4, (x—a)’
unde A4,,4,,...,A, suntcoeficienti dependenti de coeficientii initiali b,,b,,b, ...b

n n*

Pentru a determina coeficientii 4, 4,,..., 4, derivam P(x) de n ori:
P'(x)=4, +24,(x—a)+34,(x—a) +...+nd, (x—a)"”"

P'(x)=2-14,+3-24,(x—a)+...+n(n-1)4, (x—a)"

PY(x)=n(n-1)n- 2)..:.2 14,



Consideram x = a in P(x) si in derivatele sale.

P(a)= 4,
P'(a)=14,
P"(a)=2!4,
P(”)(a:)— nA,
= A=Pla), 4= P’l(!a)’ 4= Pﬂz(!a) 4= P(”;Ea)
P'(a) P'(a) P (a)

Aceasta dezvoltare a polinomului P(x) se numeste formula lui Taylor in puterile lui
x—a, pentru polinomul dat P(x) de gradul » sau formula lui Taylor pentru P(x) in

punctul a.
Daca consideram a =0 obtinem un caz particular de formula Taylor

P'(0) X+ P'(0) X+ P (0)

1! 2! n!

n

P(x)=P(0)+ x

care se numeste formula lui Maclaurin.

Exemplu:
Dezvoltati polinomul P(x)=x”—3x+2 dupa puterile lui x si dupa puterile lui x—1.

Aplicam formula Maclaurin

P(x)=x"-3x+2 = P(0)=2
P'(x)=2x-3 = P'(0)=-3
P'(x)=2 =  P'(0)=2



In concluzie, dezvoltarea polinomului dupd puterile lui x este identicd cu polinomul.

Aplicam formula Taylor

P(1)=0
P(1)=-1
P'(1)=2

P(x)=0—%( —1)+%(x—1)2=—(x—l)+(x—1)2

Formula lui Taylor pentru functii arbitrare

Consideram o functie f(x) definita pe o vecinitate a punctului x=a.

Functia poate sa nu fie un polinom de gradul » —1, dar se presupune ca are derivate pana
la ordinul n pe aceasta vecinatate.

Calculam valorile f(a), f'(a),...,f ("_1)(a) si le utilizim la constructia

functiei:

0O,., (x) este polinomul Taylor de ordinul n—1 pentru functia f(x).

Observatie: Dacad functia initiala f (x) este polinom de gradul n—1, atunci are loc

identitatea f (x) =0, (x) pentru orice x din vecinatatea din definitie.

Cum, in general, f (x) nu este polinom de gradul » —1, consideram:

f(x) =0, (x)—i—Rn (x)

Aceasta egalitate se numeste formula lui Taylor pentru f (x) in vecinatatea punctului

x =a sau formula lui Taylor pentru f(x) in punctul x =a, iar R, (x) se numeste restul

de ordinul n al seriei Taylor.



Restul R, (x) poate fi exprimat functie de derivata de ordinul » a functiei
f (x)

Intr-adevar, presupunem ca f (x) nu este un polinom de gradul n—1 si
presupunem ca are derivate continue pana la ordinul n—1 pe [a,b] si ca existd derivata

de ordinul na lui f(x) pe (a,b).

Consideram x =5 in formula lui Taylor pentru f (x) in punctul x=a:

' a " a 5 (n-1) a .
f(b)=f(a)+f1(! )(b—a)+f2(! ) (b-a) +...+f(n_1()!)(b—a) R

n

Consideram
R, =M (b—a)

unde M este o cantitate care trebuie definitd. Pentru aceasta consideram o functie
auxiliard definita pe [a,b] prin formula:

"(x "(x 2 (n-1) X n-1 n
o(x)= 1 (b)- f(x)+fl(! )(b—x)+f2(! ) (b-x) +...+f( () -y b (b- )

Functia ¢(x) satisface conditiile din teorema Rolle:

a) este continua pe [a,b] deoarece functia initiala f (x) si toate derivatele sale pana
la ordinul 7 —1sunt continue pe [a,b].

b) functia are derivatd pe (a,b) deoarece functia initiala f(x) are derivatd de
ordinul n pe (a,b).

c) functia ia valori egale la capetele lui [a,b], ¢(a)=0 si ¢(b)=0.

Cu teorema lui Rolle = 3¢ € (a,b) astfel incat ¢'(£)=0.

0(x)=— f’(x)—f’(x)jtf”(.x)(b—x)—fﬂz(!x)2(b—x)+f,;(!x)(b—x)er...

1

e S (%)

x! (n-1)(b-x) +(n_l)!(b—x)"_]—Mn(b—x)"_




Q' (x)=- (n=1)! (b—x)ni1 JrMn(b—x)wl
(€)= L)
Deoarece & #b (& € (a,b))
I f(:'(rf)

16)= 1)+ " Do-a) LD ay o f(:__l)l(;)(b—a)"_l L2 gy

Aceasta este formula Taylor pentru f (x) si

este restul de ordinul # in forma Lagrange.

Caz particular: n=1

16)= fla)+ o)

Sau

f (b) -f (a) =f '(§Xb — a) formula lui Lagrange

Formula Taylor ramane validd pentru orice puncte xy si x din [a,b] astfel incat
putem scrie formula lui Taylor in forma:




R (x)= ol x,)", unde &e(x,x)
n!
() —
Rn(x):f (x0+?(x xO))(x—xO)", 0<6<l
n!

! " (nfl)
f(x):f(0)+ fl('o)x-i- f2(|0)xz+ —}-f(‘n_l(g)xn—l +R (X)
(n)
unde Rn(x):f ('&C)xn , 0<O<1
n:

Restul in formula Taylor poate fi reprezentat si in forma Peano. Astfel, am
presupus cd f (x) are derivata de ordinul n pe o vecinatate a lui xy. Acum presupunem si

ca aceasta derivata este continud 1n x.
Atunci:

f(")(xo+9(x—x0)):f(”)(xo)+a(x), a(x)>0, x> x,

Restul

f(n)(xo + 9()6 —X ))(

" x—xo)"

R, (x)=

se poate scrie

0 ()

" =0((x—x0)"),x—>x0

adica a(x)(x—x,)"/n! este infinitezimal relativ la (x —x, )" sau este un infinitezimal de

ordin mai mare decét (x—x, )" pentru x — x,.



Formula Taylor devine:

7' (%)
1!

1" (%)

o (x—x0)2+...+

F(x)=f(x0)+

(x—2xp)+

si se numeste formulad Taylor cu restul in forma Peano.

Observatie: Eroarea de aproximatie a lui f (x) cu formula lui Taylor este un
infinitezimal de ordin mai mare decit (x—x,)" pentru x — x,. Aceastd formula este

potrivitd atunci cand vrem sa aproximam f (x) in puncte suficient de apropiate de xy. Din
acest motiv se numeste formula Taylor locala.

In rezumat,

Fie functia f (x) cu derivate continue pana la ordinul » pe intervalul (a,b) si fie

x,X, €(a,b) atunci are loc:

f(")(f)(x_xo)n’

unde ¢e (xo,x)

E=x+0(x—x), 0€(0.1)

Caz particular:

x, =0 = formula Maclaurin

_ 0 0 s sN0)
f(X)—f(0)+ I X+ ) X 4.+ (n—l)! X +Rn(x)
unde R, (x)= f(”)(Hx)xn , 0<O<1



Formula Maclaurin pentru cateva functii elementare

v (1) (n)
f(o)x2+...+f (O)x”“+f (ax)x", 0<6<l1
1! 2! (n—l)! n!

Formula Maclaurin o utilizim la aproximarea unor functii elementare in apropierea
originii.

1) f(x)ze" f(x):e" f(O):l

Cu formula Maclaurin obtinem:

X 1 1 2
e =l+—x+—x"+...+
1! 2!

—1 1+x/11 1+xf1 1+272/2]
1+sf1 142032 14233 exp(x)

Figura 2.60 f(x)=exp(x) si diverse aproximatii



Consideram x =1

g

e 3
Cum 0O0<—<—

n! n!

1 1
suma l+—+—+...+
1 2!

. .3
mica decat —.
n!

f'(x)=cosx
f"(x)=—sinx
f"(x)=—cosx

In general,

" (x)= sin(x+m%j

f“wexy=gn(ax+n§)

/(0)=0
7£'(0)=1
£"(0)=0
f"(0)=-1

f"(0)= sinm%

Observatie: termenii cu puteri pare in x se anuleaza.

Aplicdm formula Maclaurin si consideram »n =2k +1

%—_1)!+Rzk+1 (x)

. x X X i x>
sinx=——"—+"—-— (- )
I 3t 5! (
2k+1 . T
Ry (x)= (2k+1)!sm[6?x+(2k+1)5j , 0<6<l1
Observatie:
|x|2k+l
‘R2k+1 (X)‘ S



2
yoo2q
1
X
-14
-3 4
-2 4
-4
—— y=x y=x-2"3{3 =233 1+2"505]
——— y=sin(x)
Figura 2.61 f(x)=sinx si aproximatiile acesteia
3) f(x)=cosx
f(x)=cosx £(0)=1
f'(x)=—sinx £'(0)=0
f"(x)=—cosx f"(0)=-1
In general
0,m=2k+1
Fim (x)= cos[x+m§j 7 (0)= cosmg = {(—l)k =2k

Fak (6x)= cos(&’x + n%j

Aplicdm formula Maclaurin si consideram n =2k +2

¥ oxt X e x
cosx = _E+Z_E+m+(_l) m+R2k+2(x)
x2k+2

-Gk 2)'cos(@c+(2k+2)%j, 0<0<1
+2)



Observatie:

2k+2
X

(2k +2)

|R2k+2 (xl <

Formulele Maclaurin pentru sinx si cosx sunt utile cdnd vrem sd aproximam aceste
functii cu erori predefinite. Aproximatiile Taylor pentru sinx $i cosx pe o vecinatate a
lui x = 0 sunt prezentate n graficele urmatoare.

l—1 1-2°2/21 1-5"2/2 1+ 4] cos(x) |

Figura 2.62 f(x)=cosx $i aproximatiile acesteia

4) f(x)=In(1+x)

Definita si infinit diferentiabila pe (— 1,+oo).

f(x)=In(1+x) f(0)=0
)= £0)=1
F(x)= - £7(0)=—1

(1 + x)2



(l+x)"71
(n) _ _1 n+l (l’l—l)’ (n) @C _ _1 n+l (n—l)‘
()= (=1) o S(e)=(=1) (o)
Aplicdm formula Maclaurin
m+x)=— X X LGy X R ()
1 2 3 n-1 "
R()=(1)"— " o<o<1
=
4_
=
Fooin
14
4 -3 1 4 L2 1 4
X
_1 —
-3 4
_3—
-4 -
X 23 (22 2= (DI —— In(1+5) |

Figura 2.63 f(x)=In(1+x)

Investigarea functiilor pentru extreme Formula Taylor este utild pentru a determina
extremele unei functii.



Teorema 1: Fie f (x) o functie care are derivata de ordinul » pe o vecindtate a punctului

xp. Fie £ (x) continua in xy si fie f'(x,)=f"(x,)=...= f"(x,)=0 si f"(x,)#0.
Atunci:
(1) Daca n este impar, functia nu are extrem in x;.

(i1))  Dacanesteparsi f (”)(xo ) < 0 atunci functia are un maxim in x.

(iii))  Daca n este par si f (")(xo ) > 0 atunci functia are un minim in x.
Exemplu: Investigati functiile y = x* si y = x’ pentru extrem.
x =0 este punct critic pentru aceste functii.

y=x' y'=4x' y'=12x* y"=24x y¥ =24
f(0)=0 f()=0 s"(0)=0 s"0)=0 f“(0)=24

n=4 par si f (4)(0) >0 = x =0 punct de minim pentru functie.

—q -
—— x4 27 |

Figura 2.64



Teorema 2: Fie f (x) o functie care are derivata de ordinul n pe o vecindtate a punctului
xp si fie f (”)(x) continui in xp. Mai mult, fie f"(x,)= f"(x,)...= f (”_I)(XO )=0 si
f (”)(xo )#0. Atunci punctul M, (x,, f(x,)) este punct de inflexiune pentru graficul
v=f (x) daca n este impar.

Exemplu: f(x)=x’
y:x3 yi:3x2 y"=6x ym:6
n =3 impar = x =0 este punct de inflexiune pentru functie.



2.21 Functii vectoriale de argument scalar

Consideram un punct M care se miscd pe o traiectorie L. Acesta poate fi
localizat, la fiecare moment de timp ¢ prin indicarea vectorului sdu de pozitie 7,
vectorului sdu viteza v , vectorului sau acceleratie a, etc. Fiecare din acesti vectori este o
functie vectoriala de argument scalar ¢, adica

F=7(t), v=v(t), a=a(r)

Definitie: Spunem ca d =a(t) este o functie vectoriald de argument scalar ¢ definita pe

intervalul («,f) dacd exista o lege care asociaza la fiecare 7€ (a, ) un vector bine

definit a.

Fie vectorul a dezvoltat relativ la vectorii unitate 7, /,k ai unui sistem de
coordonate cartezian:

&zx?+y]+z£

Daca d=ad (t) este o functie vectoriald de argument scalar ¢, atunci coordonatele sale x,

v si z sunt functii scalare de argumentul 7, adica
x=p(t) y=w(t) z=y(t), te(a.p)

Reciproc, daca coordonatele x, y si z ale vectorului @ sunt functii scalare de argumentul ¢,
atunci si vectorul @ este functie vectoriala de argumentul scalar ¢.

d= (0(t)f +1//(t)j +7/(t)k
Observatie: Functia vectoriald a (t) este complet determinatd de functiile scalare

x=o(1), y=w(t) si z=y(t) sivice versa.

Definitie: Consideram vectorul 5(t) a carui origine este punctul O din spatiu. Pentru

diverse valori ale argumentului ¢, vectorul d(t) are varful in diverse puncte care



formeazd o multime in spatiu. Aceastd multime de puncte, corespunzdtoare tuturor
valorilor argumentului ¢ din domeniul de definitie, se numeste hodograful functiei

vectoriale a (t) . In general hodograful este o curb.

Figura 2.65

Observatie: Hodograful vectorului de pozitie 7 al unui punct mobil coincide cu
traiectoria L a punctului.

Ecuatia:

17=17(t), te(a,ﬁ)

F=e(t)i+y()j+r(t)k, te(e.p)

se numeste ecuatie vectoriala a curbei L.

Ecuatiile:

se numesc ecuatii parametrice ale curbei L.



x = Rcost
Exemplu: Ecuatiile: y=Rsint, te[0,27), R=ct, h=ct
z=ht

sunt ecuatiile parametrice care definesc o curba elicoidala in spatiu.

s

Figura 2.66

Limite si continuitate pentru functii vectoriale

Definitie: Fie functia vectoriald a =a (t) definita pe o vecindtate a punctului =1, cuo

posibild exceptie In f,. Vectorul A este limita functiei vectoriale Zz(t) pentru t —f,
daca Ve >0 3o >0 astfel incat

a(t)-4/<e

pentru V¢ #¢,, t—t0|<5.

Notatie: lima (¢) =4

t—t,

Interpretare geometrici: Lungimea vectorului & (¢)— A4 tinde la zero cand ¢ — ¢, astfel

incat vectorul @(¢) tinde sa coincida cu vectorul A pentru ¢ —> 7, .



Figura 2.67

limd(t)=4 < lim

11, 11,

a(t)-4|=0

Daca

atunci

a(0)- 4= (p(1)-a) +(w(1)-b) +(7()-c)
Daca

lima(r)= A
atunci

limp(t)=a, limy(t)=>b, limy(t)=c

11, 11, 11,

si vice versa.

Definitie: Fie a =d(¢) o functia vectoriald definitd pe (a, ) si fie ¢, €(a, ). Functia

vectoriala d(t) este continud in 7 =1, daca

lima(r)=a(t,)

11,



Diferentierea functiilor vectoriale

Fie a=ad(t) o functia vectoriala definitd pe (o, /) si fie curba L hodograful functiei

a (t) . Lapunctul ¢ (a, p ) ii corespunde punctul M de pe curba L.

M

.
a(t+Af)

a(t)

Figura 2.68

Consideram o crestere At a argumentului ¢ astfel incat 1+ At e (a, p ) Vectorul asociat
noului argument G (¢+ Ar) are in corespondentd punctul M, de pe curba L.

Cresterea functiei vectoriale a (t) corespunzatoare cresterii argumentului Az, este
Ad=ad(t+At)—a(t)
Raportul

AG _a(t+Ar)-d(t)

= , At#0
At At

este un vector coliniar cu Ad .

oo . . Aa . e . -
Definitie: Limita raportului — pentru A¢ — 0, daca existd, se numeste derivata functiei

vectoriale a (t) in raport cu argumentul scalar ¢, in punctul ¢. Adica

da(t) _ o A a(r+Ar)—a(t)
dt A0 Af A0 At




—

. . da
Problema 1: Care este orientarea vectorului 7 ?
t

Atunci cand At — 0, punctul M, se deplaseazd pe hodograful L spre M, astfel incat

. . - . . da
secanta MM, va tinde la tangenta la curba L in punctul M. In consecinta, derivata o
t

este un vector tangent la hodograful lui a (t) in punctul M.

Problema 2: Cum calculam derivata unei functii vectoriale?

Consideram
a=()i+y(t)j+r(t)k
Atunci
Ai(t)=a(t+At)-d(t)=Ap(t)i +Ay (1) +Ay(t)k
Si impartind cu Af # 0

Na(1) _Ap(1); Av(0) - (1)
At At At At

Daca functiile (o(t), W(t) sl y(t) sunt derivabile 1n ¢, atunci fiecare termen din relatia

de mai sus are limita pentru Az — 0. In aceasta situatie si raportul din stinga are limita,

. dd(t)
adica exista — Mai mult,
t

da_dp; dv s drp
dt dt dt dt

Concluzie: Pentru a calcula derivata functiei vectoriale a (t) trebuie sa calculdm

derivatele coordonatelor functiei a(¢).

Aplicatie: Daca 7 = F(t) este vectorul de pozitie al unui punct material, atunci viteza

punctului material la momentul ¢, este determinata de derivata lui 7 (t) , adica



Exemplu: Calculati derivata functiei vectoriale:

d(t)=Rcostf+Rsintj+htl€, R h=ct

da(t)

dt

=—Rsint i + Rcost ] +h k

Reguli de diferentiere:

. . dc
1) Daca ¢ este un vector constant, atunci — =0.

2) Daca functiile a (t) si b (t) au derivate 1n ¢, atunci

d

< (a(r)£5(1))= daft) , 46 (1)

3) Dacd a este o constantd si d (t) are derivata 1n ¢, atunci

d, . da(t)
E(aa(t)):a "

4) Derivata produsului scalar este:
di. .\7 da -\ (.db
z(““)’b(’)):(z’bj*(“’zl

—

. . ) C | ) ) de
Observatie: Daca e (t) este vector unitar, adica ‘e (t)‘ =1, atunci derivata sa 7 este
t

perpendiculard pe € .
Intr-adevar, dacid @ este vector unitar, atunci (é,é ) =1 si diferentiind acest produs

scalar obtinem:



5) Derivata produsului vectorial este:

—

E[Ez(t)xb

(t)]:%xl;+5x%



Cap III Calcul integral

3.1 Integrala nedefinitdi

Definitie: O functie F(x) este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul (a,b), daca F(x)
este diferentiabili in oricare punct din (a,b) si F'(x)= f(x) sau echivalent
dF(x)= f(x)dx, Vx e(a,b) .

Exemple:

1) F (x) =arcsinx este o primitiva a functiei
S(x)=

Intr-adevar,

pe intervalul (= 1,+1).

2
—X

F'(x) = (arcsin x)’ —

1—x?

X

2) Flx)=-2

na’ a>0, a=#1 este o primitiva a functiei
na

f(x)=a" pe intervalul (oo, +o).
Intr-adevar,

F'(x)z( a’ J _ a’lna 4

Ina

Daca F (x) este o primitiva a functiei f (x) pe intervalul (a,b), atunci i
®(x)= F(x)+ C este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul (a,b).

Definitie: Multimea tuturor primitivelor unei functii f(x) pe (a,b) se numeste integrala
nedefinita a functiei f (x) pe intervalul (a,b) si se noteaza
.[ f (x)dx
R —

element de integrare

x =variabila de integrare



Daci F(x) este una din primitivele functiei f(x) pe intervalul (a,b), atunci

_[f(x)a’x = F(x)+ C, C = constanta

Observatie: Daci f(x) este o functie continui pe intervalul (a,b), atunci

functia admite primitive pe intervalul (a,b) si in consecinta are integrald nedefinitd pe

(a,b).

Proprietatile integralei nedefinite:

1. dqf(x)dx): f(x)dx
Intr-adevar, dqf(x)dx)= d(F(x)+C)=dF(x)= F'(x)dx = f(x)dx

2. (] r(ae) = 1)

Intr-adevar, relatia are loc dacd avem in vedere definitia diferentialei.

3. [dF(x)=F(x)+C

Intr-adevar, IdF (x)= IF (o )edx = I f(x)dx=F(x)+C
4. [Af(x)dx = A f(x)dx,  A=ct. 4%0

5. (7<) (s s = | (ckic: [ gk

6. [ (ZAk fk(x)de:ZAk [£i()dx, 4, =ct.



Integralele nedefinite ale functiilor elementare

1 jx“dx= +C, a#-1, x>0
a+
2. [= =Inq+C x#0
X
3. [avdx= ¢ i, a>0,a#l
Ina
Iexdxzex+C
4. Isinxdx=—cosx+C
5. Jcosxdx=sinx+C
dx
6. I —— =—cigx+C, x#nmr, n=0,x1,12,...
sin” x
dx T
7. I —=1igx+C, x#—+nmr, n=0,%x1%2,...
cos” x 2

=arcsinx + C, X e (— 1,+1)

= arcsm +C, xel(- a,+a)

9]\/7

10 J%=ln‘x+ﬁx2 +ta’|+C semnul (-) cere |x| > |q|
11. Ilf);z =arctgx +C
12. I =—arctg TiC, a#0

a® +x°

13. [ e _ L1

—a
5 +C, a#0
X’ —a 2a

xX+a




Observatie: Operatiile de diferentiere si integrare sunt diferite. Subliniem ca diferentiind
functii elementare totdeauna obtinem functii elementare, in timp ce integrand functii
elementare nu vom putea reprezenta totdeauna integralele nedefinite ale acestora in
multimea functiilor elementare. De exemplu, integralele urmatoare nu pot fi reprezentate
in multimea functiilor elementare desi datoritd continuitdtii functiilor de sub integrala,
aceste integrale nedefinite exista.

e dx sin x°dx cos x>dx
J J J
J.Si%dx, x#0 J.C(;Sxdx, x#0 J.li—);, x>0, x#1

a) Integrale care se reduc la integrarea functiilor elementare

Exemple:

1) j( jzdx j(x - +— ———2x+—22+C

4

:x——2x—L+C
4 2x°
1+x 1+2x+x (1+x2)+2x B
2) J'x +Xx I 1+x I x(1+x2) dx =

j j 2J.1+1x2 dx = ln|x|+2arctg x+C

gl

3) jwdx = j[z@j +3@de =2 Eéj 3 Eéj ‘C




b) Metoda substitutiei

Calculim integrala nedefiniti j f(x)dx a unei functii continue f(x). Presupunem cd
existd o functie x = (o(t) cu derivata continua (p’(t) si functie inversa ¢ = l//(x). Atunci

putem sa scriem:
[£(x)dx=]1(p(e) 9 (¢)de

Desigur, substituind in rezultatul acestei integrale in variabila ¢, pe ¢ cu tzw(x),

obtinem rezultatul in variabila initiala x .

Exemplu:
J~ dx
(x+2)Vx+1

Consideram: x=¢>—1
dx =2t dt
t=+x+1

Atunci,

dc ¢ 2udt ¢ odt
I(x+2)Jx+1 _I(tz+1)t—2jt2+1—2arctgt+c

Cu substitutia t =+/x+1, obtinem:

j(_'_;;—xm =2arctg Nx+1+C
X X

Observatie: Presupunem ci in integrala I f(x)dx elementul de integrare f (x)dx

admite o reprezentare de forma:



f(x)dx =g [ty (x)] l,y'(x)dx

S (x)de=g[y (x)]Jaly (x)]

Daca g(t) este usor integrabila, atunci

[g(t)at=F()+C=F(y(x))+C

Exemple:

1 j2x—2_

Consideram r=2"+2"", t>0

dt = (2x In2-2"%In 2)dx

X _p-x In(2"+27"
Jz 27 dx = ! dt— ! lnt+C:Q+C
25 +27 In2 In2 In2

er
2) j dx
Vet +1
Consideram ¢ =+/e* +1 e =1t*-1
dt = ! e'dx
2\e" +1

j%w:ja%dx:j(ﬂ ~1)2dt =2j(f2 ~1)dt =
e+ e+

3
=2(t——tj+C=£(e”+l)3/2 oJe +14C =
3 3



:gx/exﬂ(ex +1—3)+C:§(ex—2)\/e" +1+C

¢) Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v'(x) continue. Atunci are loc:

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—jv(x)u'(x)dx+€

Iu dv:u-v—jv du+C

deoarece V'(x)dx=dv si u'(x)dx=du.

Exemple:

1) I(2—3x)cosx dx
u=2-3x dv =cosx dx
du =-3 dx v=sinx

J.(2—3x)cosx dx:(2—3x)sinx+j3sinx dx=(2-3x)sinx-3cosx+C

2) J.lnx dx
u=Inx dv =dx
du:ldx V=X
X

Ilnx dx:xlnx—jdx:xlnx—x-i-C



3) J\/az —x’dx, x| <|a|
Consideram u=+a’ —x* dv = dx
du=-— X dx V=X
a’ —x’

2
j\/az —x*dx=x\a’ —x* +Iﬁdx+c

2 (2 2
J\/az—xzdx:x\/az -x° +J‘%dx+C

IVaz—xzdx:x\/az —x’ +a2j\/%—.|‘\/a2 —x*dx+C
a —x

.X
2.[\/612 —x’dx=x\Ja*-x* +a*arcsin=+C
a

2
x a X
J\/az —x%dx 25\/612 —x’ +7arcsm—+C
a

4) Ix22xdx
u=x dv=2%dx
du =2x dx y= 2
In2
X725 2
Ix22xdx: ——— | x2%dx
In2 In2



dv=2"dx

2X

X2 2" 2(»2)‘ ljzxdxj

JxZZ““dx: - -
In2 In2{ In2 1In2

X225 2 [ x28 2
- - = |+C
In2 In2| In2 (ln2)

5) je‘”cosﬂxdx, a0, f#0

Consideram u=e" dv =cos fx dx
sin fx
du =ae™dx v= ,Bﬁ

1 a
e” cos fx dx =—e" sin fx—— | ™" sin Bxdx
J 5 il

u=e* dv =sin fx dx
du = ae” dx vz_cosﬂx
p

1 al 1 a
e cos fx dx =—e“" sin fx ——{——e”‘ cos fx+—|e” cos ﬂxdx}
I B B\ B B I

(1 +a—2jje’” cos fx dx = ie‘” sin fx +-2 ™ cos Px
p p A

ax e .
'[e cos fBx dx = oy (acos fx+ Bsin fx)+C



3.2 Integrarea functiilor rationale

Cea mai simpla functie rationala este un polinom de gradul # :
n n—1
0, (x) =ax"+ax" +..+a, ,x+a,
unde a, #0 si ay,a,,...,a,eR.

Un numir b este ridacind pentru polinom < Q,(b)=0.

Observatie: Orice polinom real Q, (x) poate fi descompus in factori in mod unic.

Factorii sunt polinoame liniare x — b si polinoame pitratice x* + px + ¢, in care p, g sunt

coeficienti reali si fiecare polinom pétratic este ireductibil la polinoame liniare, deoarece
nu are radacini reale.

0,(x)=a,(x=a) (x=b) -(x=1)' (" + pr+q )" (> + px+q, )

unde exponentii &, f3,...,A, 1,,..., (4, sunt numere naturale si are loc:

N

a+ B+ .+ A+20u + .+ )=n

Daca a =1, radacina a se numeste simpla.
Dacd a > 2, radacina a se numeste multipla.

In general, o functie rationald reala f (x), este raportul a doua polinoame reale
care nu au nici un factor comun.

O functie rationala se numeste proprie daca numardatorul P, (x) are gradul mai

mic decat numitorul Q,(x), adicd m <n.

Dacd m > n, In urma unei impartiri, fractia f (x) poate fi reprezentata astfel:



Functiile rationale simple sunt functiile rationale proprii de forma:

A A Mx+ N si Mx+ N

x—a’ (x—a)k’ x2+px+q (x2+px+q)k

unde 4,M,N,a,p,geR , k=2 numar natural. Polinomul patratic xt+ px+g nu are

radicini reale, p° —4¢ <0.

P, (x)

0,(x)

0,(x)=ay(x—a) (x=bY - (x =1y (* + px+q,)" (x> + px+a, ) .

Teorema: Fie functia rationala reala proprie f (x) = si fie

Atunci, f (x) se descompune in mod unic intr-o suma de functii rationale simple:

m(x)_ Al + AZ + + Aa +
0,(x) x-a (x-af = (x—a)
Bl Bz Bﬁ
+ - S -
x=b (x-b) (x~5)"
Mx+N, Myx+N, = M, x+N,
x*+px+q, (x2 +px+q, )2 (x2 +px+q, )y

unde 4,,4,,....4,,B,B,,....,B,,M,N,,M,,N,,...M, ,N, €R sinu sunt toate nule.

a1 o Pps

Pentru a determina coeficientii de la numardtorii fractiilor rationale simple,
inmultim relatia precedentd cu Q,(x) si aplicim metoda identificarii coeficientilor

puterilor egale a lui x in relatia astfel obtinutd. Astfel, se obtine un sistem liniar in
necunoscutele 4,,4,,...,4,,B,B,,....B M,,N,,M,,N,,...M,, N, .

oy o Pps



Exemple:
1. Descompuneti fractia rationala
3x> —6x+2
O

x' =3x" +2x
in fractii rationale simple.

X =3x? +2x:x(x2—3x+2):x(x—1)(x—2)

3x*-6x+2 A B C
3 2 =+ +
x =3x"+2x x x-1 x-2

3x? —6x+2:A(x—l)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x—1)
3x? —6x+2=A(x2 —3)6+2)+B(x2 —2x)+C(x2—x)

x’: 3=A+B+C
x': -6=-34-2B-C
X 2=24

= A=B=C=1

2
fr)e3Eexe2 1,1 1

-3 42y ox x—-1 x-=2

2. Descompuneti fractia rationala

(x)— X +3x+1
X 4+3x 4307 + 47

in fractii rationale simple.

X 4+3x" +3x° + 57 :)cz(x3+3x2+3x+l):x2 (x-i—l)3

X +3x" +3x° + 47

x+3x+1 4 4, B B, B,
—+—+ + +
X

Tx o xtl (241 (xtl)

¥ 43x+1= Alx(x+l)3 + 4, (x+l)3 +le2 (x+1)2 +B2x2 (x+l)+B3x2



x3+3x+1:A1(x4+3x3+3x2+x)+A2 (x3+3x2 +3x+1)—i—B1 (x4+2x3+x2)+32(x3+x2)+33x2

N

x': 0=4+5

x*: 1=34+4,+2B +B,
x*: 0=34,+34,+B +B,+B;
x'i 3=4,+34,

X’ 1=4,

3. Descompuneti fractia rationala

3 2
X +x"+1
fx:—

(xz -1-1)2

in fractii rationale simple.

X+x’+1_ Mx+N, Myx+N,
(x2 +1)2 X'+l (x2 +1)2

¥ +xt+1 =(M1x+Nl)(x2 +1)+M2x+N2

¥4+’ +1=Mx+Mx+Nx>+N,+M,x+N,

1=N,+N,
= Mlz N, =1 M, =-1 N, =0
(x)— x+1_ X



Integrarea functiilor rationale simple

A

1 jx—adx
t=x—a
dt = dx

3-I Mx+ N e

x*+px+gq

2 2 2
Caprrg=| 2P 2] vg-| 2] = x+ 2| +|q-
pxTq l: > > q 5 > q

2

Notatie: a =,/q _pT

Substitutie: ¢ =x +§

dt = dx
xz+px+q:t2+a2

xzt—£

2



,[ Mx+ N de-M[tszrthMJ- tdt J{ _@jj dt

X'+ px+q > +a’ PR » N s
p=t"+a’
do = 2tdt
M M M Mp)1
:—jd_ﬂ(zv__l’ﬁ - =_ln(t2+az)+(N__P)_a,c,g1
2 (4 2 t"+a 2 2 Ja a
M 2N —-Mp 2x+p
=—ln(x2 +px+Q)+—arctg—+C
? V4q-p° N
Exemplu:
2
J.Z—xdx
X" +4x+6
W dx+6=x+dx+4+2=(x+2) +2
t=x+2
dt =dx
2-x 2_(t_2) dt 1 2t
dx = dt =4 J— dt
Ix2+4x+6 29 ,[ t2+2 J.t2+2 2J‘t2+2
:4LarctgL_lln(12 +1)+C:2\/§arc[gx_+2_lln(x2 +4X+6)+C
2 22 L2 2
M
4. J‘L]\[kdx, k22
(x2 +px+q)
Substitutie: t:x+§
dt = dx
x2+px+q:t2+a2
x:t_£
no 2
a2 g2

4




e N <M@—§j+N y

kdx:

(x2 +px+q) (t2 +a2)k
p=t"+a’
do = 2tdt

zﬂd_fo(N_ij dr__
2J¢k+ 2 IQ2+aﬁk 2@—kﬁ2+aﬁ“l+

Am notat cu /, integrala:

dt 1 clt*+a?)-¢2
i :J.(t2+a2)k =a_zj.%dt:
1 dt 1 ¢ t2dt 1

t 2k-3

I, =

dt 1 t
Il :Im:;arctg;'FC

dt t 1

= azj(t2+a2)k-1 _? (t2+a2)k _a_z k—l_g

1

+ _
2az(k—1)(t2+az)k_1 2a2(k—l) ‘

1 J- t-2tdt

(tz +ad? )k

(N_%jfk
dv 2tdt

(t2+a2)k

5 5 k+1
v:<t +a )
—k+1

relatie de recurenta

(t2 +az)2 2a° (t2 +a2) "



Exemplu:

LS
(x2 —4x+5)

X —dx+5=x" —dx+d+1=(x-2)" +1

t=x-2
dt =dx

t+3 1 2t dt 1 1
L PR
j(m)z =2 (m)z+SI

I dt t2+1—t2d: dt 1 2t
’ J.(12+1)2 J.(12+1)2 t'[tz"’l ZJ.I (12+1)2

w1 dv = 2ta’t2
2
(t +1)
1
du =dt v=——
t“+1

1 t dt 1 t
I, = arctgt —— —2—+I D =—arctgt + +C
2\ 7241 Y1) 2 2(t2+l

~—

t+3 1 1 1 t
Imdt=_512+1+3 Earctgl‘—l—m +C

Se revine la variabila x cu ajutorul substitutiei.

Observatie: Integrala nedefinita a unei functii rationale totdeauna exista pe intervalele in
care numitorul Q, (x) aste nenul, si se exprimd cu ajutorul unui numadr finit de functii

elementare, anume o suma algebrica care are ca termeni numai polinoame, functii
rationale proprii, functii logaritmice si arctangente.



Exemple:

Consideram functii

3.3 Intergarea functiilor irationale

de mai multe variabile wu,u,,...,u,. Astfel, fie

R(u,u,,...,u, ) o functie reprezentata astfel:

R(ul,uz,...,uk)=

Pm(ul,uz,...,uk)

Qn(ul,uz,...,uk)

unde P, (u;,1,,...,u, ) si O, (u,,u,,...,u, ) sunt polinoame de gradul m si respectiv 7 in

u,,u,,...,u, . Acestd functie este una rationald in u,,u,,...,u, . In caz contrar, functia este

irationala.

Exemple:

2 2
) P (”1 a“z) = Ay + Aygu, + Agu, + Ayguy + A, + A,

este polinom de gradul doi in variabilele u ,u, In care coeficientii sunt numere reale si

A+ AL+ A, #0.



2 3
X +2y +xy
2) f(x,y)= x+x'y* +1

este functie rationald in variabilele x,y deoarece este raport de doud polinoame
P3(x,y)=x2 +2y° +xy si O, (x,y):x+x3y2 +1.

3) f(x,y) —\,xz-l-xy-i-3

- xX+y

este functie irationala.

Presupunem ca variabilele u,,u,,...,u, sunt functii de o variabila x, adica
w=f(x), uy=fo(x), .. u, = f(%)
Atunci functia R[ H(x). £ (%), fk(x)] este o functie rationald in functiile f,(x),

f2(x), cees fk(x)

Exemple:

XAV +x+1

Xx+143yx* +x+1

este functie rationald in x si Vx* +x+1, adicd f(x)=R (x, VX x+ 1) .

) f(x)=

2) f(x)= Inx++x"+1

2+sinx

este irationald in x si v/x* +1 dar este functie rationald in Inx, v/x*+1 si sinx, adici

f(x):R(lnx,m,sinx).

Observatie: Nu toate integralele functiilor irationale admit reprezentdri In multimea
functiilor elementare. De exemplu, integralele



2
X dx ke(0,1)

IJ(l_xz)(l_W) * J.\/(l—xz)(l—kzxz)

numite integrale eliptice nu pot fi exprimate in multimea functiilor elementare.

Prin substitutii potrivite anumite integrale ale functiilor irationale pot fi transformate in
integrarea functiilor rationale. In cele ce urmeaza, ne ocupam de astfel de integrale.

lax+b 5 . C <
1) _[R[x, m y, jdx , unde m=>2 este numdr natural si coeficientii respecta
X+

ad —bc # 0. Substitutia recomandata este

e ax+b
Nex+d
Exemple:
J- 2x-3  dx 2x-3
4 {=4
2x+3 (2x+3)2 2x+3
2x-3
t4=2x+3 (2x+3)=2x-3  2x(1-)=3(1+1")
x=%1+t: dx_%4t3(124)+4)t:’(1+14)d dx:( 12t3)2 p
—! 1-* 1-*
3
I\/4 iii(zxd;)zzjt 31 14 ’ 112t4 !
[221+;4+3J (=)

5 —
:Ir ! 212t3dt:ljt4dt:lt—+czi(4 2x 3J +C
32(1+t4+1—t4) 3 35 I5{V2x+3



dx _fy
Jv;(vwx ] =

12 =x Mg =ae Yx=2=p Y=Y =t fr=Ji2 =4S
dx 12¢"dt t 1
= =12 dt=12|| ¢ - t
'[(‘/;(i/;+\/;) '[t3(t4+t6) J‘1+t2 I[ 1+t2]d

3 12/ 3
=12[%—arctg 1J+C=12[ \/5 —arctglsz+C

2) jR(x,\/axz +bx+c)dx

i) Dacid a >0 substitutia recomandati este t =+/ax’ +bx+c + Jax

In cazul
2
t:\/ax2+bx+c+\/5x = (t—\/;x) —ax’ +bx+c

s —2t\/5x+ax2 =ax’+bx+c

s —2t\/2x=bx+c

tz—c

x:
2t\/5+b

:2t(2t\/5+b)—(f2—0)2\/5dt dx:2t2 a+2tb+20\/zdt

(2t\/2+b)2 (Zt\/5+b)2

dx

2 2 _ 2 )
Jom i hrre ctax et a_tize _2Na—Nar'+eda _rNateda
2t\/2+b 2t\/g+b 2f\/z+b



dt :le(t)dt:F(t)+C

f—c Na+cea \28Na+2th+2c\a
IR / s — >
aaxh anjaxh (2tx/5+b)

Exemple:

Iﬁdx:ln(xh/m%c

t=Nx+a® +x f—x=Ax’+a’ (1=x) =5+

212 + 207 2 +a?
= dt = dt

2 2 2 2
2, 2 r-a _t+a

2t 2t

1 1 2102 1
R P P R (R e e

2t

Tema: dx:lnx+m +C

1
I

i1) Dacd ax*+bx+c are doud radicimi reale distincte x;, x», atunci substitutia
recomandata este

Jad +bere =(x-x)e
sau m:(x—xz)t



In cazul

Vax® +bx+c =(x—x)t

a(x—xl)(x—xz):(x—x1 )2 r

a(x—xz) (x—xl)t2
_ x112 —ax,

tz—a

21x, <t2 —a)—(xlt2 —ax2)2t g 2ta(x2 —xl)

(t2 —a)2 (12 —a)2

dx = dt

1" —a t2—a "—a

2 2 2
2 |t —ax, _xtt—ax, —t"x, +ax _a(xl—xz)
\ax +bx+c-£2——x1 t= t=—

2 _ —
IR(x,Vax2+bx+c)dx:IR[xlt —axz,a(xl XZ)JZKa(xZ fl)dt:IRl(t)dt

t*—a t*—a (tz—a)



3.4 Integrarea functiilor trigonometrice

1)
.[R (sin X,COS x) dx

i 5 x - 9 .
Substitutia recomandatd este: = th, Xe (—77,77) si integrala datd se reduce la integrarea

unei functii rationale.

X X X
2sin—cos — 2tg — 2
sinx = x2 2x = 2x :1 >
sin® = +cos” = 1+1g’ i

2 2
cos’ sin® =~ 1—tg? -7
CoSX = o= T ar
cos’ T asin® T 14>t H

2 2

x=2arctgt dx=2 dt

+£2

J.R(sinx,cosx)dx=.[R( 2 I_IZJ 2 dt=.|.R1(t)dt

1+ 71428 )1+1°

Exemplu:
dx X 1
t=tg— x=2arctgt dx=2 dt
-[sinx g2 & 1+1¢
2
'[ 'dx :J1+t . 2dt2: £:1n|t|+C:1ntg£+C
sin x 2t 1+¢ t 2

Listam trei tipuri de integrale ce pot fi rezolvate cu substitutii mai simple.

a)
IR(sin x)cosx dx

t=sinx
dt =cosx dx



jR (sinx)cos xdx = J.R (¢)dt

Exemplu:
.[ cosx dxzj di zlarctg£+C:larctg sin x +C
4 +sin’ x 44+ 2 2 2 2
b)
J‘R(cosx)sinxdx
t=cosx

dt =—sinx dx

jR(cos x)sin xdx = —IR (¢)dt

Exemplu:
[ —ar=- A nf2+d+ C=—n(2+cosx)+C
2+cosx 2+t
¢)
IR(sin x,c0sx)dx unde functia de sub integrald implica numai puteri pare in sinx si
COSX.
r=1gx
s 2 2 2
sin? x = . 2sm X — tg)g _ t :
sin“x+cos”x l+tg'x 1+t
s cos’ x 1 1
Cos x=—— -2 2. 2
cos"x+sin“x 1+#g°x 1+¢
x=arctg t dx = ! dt
& 1+
jR(sinx,cosx)dszR tzz, 12 lzdt=IRl(t)dt
I+¢7 141 )1+¢
Exemplu:

J. d 1 =1gx
sin® x +4cos® x+2




x=arctg t dx = dt
1+¢°
2
) t 1
sin® x =—— cos’ x=—
1+1¢ 1+¢

dx 1 1 dt
jsinzx+4cos2x+2:J t* 1 1+¢ dt:'[t2+4+2(1+t2)

—j di —lJ. e _ 1 arctgL+C
3246 394242 32

2) j-sin“x cos” xdx , a,feR

Consideram doua cazuri:

a) o sau B este numar pozitiv impar. De exemplu, f =2k +1, cu k > 0 intreg.
- a 2k+1 (i 2 _\F [ . 2 \F
sin” x cos™ " x dx=|sin” x{cos” x) cosx dx= |sin” x(1—sin" x) cosx dx

t=sinx
dt =cosx dx

Isin“ x cos™ ™ x dx = It“ (l—t2 )k dt

Aplicam teorema binomiald si obtinem functii putere usor integrabile.

Exemple:
.2 5 . 2 4 .2 .2 \?
1) jsm X cos xdxszln X COS" X COSX dx:jsm x(l—sm x) cosx dx

t=sinx dt =cosx dx

Ishﬁx amsxdk=j}2@e42fdt=fﬁz—2#446yh=

3 5 7
=t——2t—+t—+C:—sin
3 5 7 3

3 x—gsin5 x-i—lsin7 x+C
5 7



sin® x sin® x . l—cos*x .
2)J- dx=J- 5 smxdx='|.—zsmxdx

cos’ x cos’ x cos’ x
t=cosx dt =—sinx dx
sin® x 1 1
J' —dx=— :I l-—|dt=t+-+C=cosx+ +C
cos” x t t CcOSX
3) J-cos x J-l—sinzxcosxdx
\/smx v/sin x

t=sinx dt =cosx dx

5

1
cos3x L3 12 2
I —dt—j t2—¢2 t:———+C 2+/sin ——\/sm x+C
\/sinx I ( ]d 1
2

2

b) o si B sunt numere pozitive pare, @ =2m [ =2n, mmneN
Manipulam functia de sub integrala aplicind formulele trigonometrice:

. 2 1—cos2x ) 1+ cos2x
sin“x=——— cos"x=———— pentru m#n

2 2

. 1 .
smxcosx:Esm 2x pentru m=n

O m+#n

Isinz xcos?" x dx = I(sinzx)m(cos x) dx J‘(l—cos2xj (H—ZCOSX] dx =
2 2

_ | I(l—cos2x)m (1+2cosx)n dx

2m+n

Apliciam teorema binomiala factorilor (1-cos2x)” si (1+cos2x)", inmultim polinoamele

astfel obtinute si ajungem la integrale din puteri pare sau impare de cos2x . Termenilor cu
puteri impare in cos2x, le aplicdm tehnica precedentd, iar termenilor cu puteri pare in
cos2x , le aplicam iar

1+ cos4dx
2

2
cos” 2x =



Continuam procedeul pand cand ajungem la integrale de forma J.coskx dx .

2n
Isinz" xcos?" x dx = I(sinxcos x)zn dx = I(%sin 2xj dx :%J'sinz” 2xdx

=Lj(sin22x)"dx=i [ﬂj dx = ij(l—cos4x)"dx
4}1 4}1 2 8”

Se aplica teorema binomiala etc.

Exemple:

2
Isinz xcos? x dx =J.1_C(2)82x(1+c;szxj dx =%j(l—cost)(l+cos2x)2 dx

:l 1—cos2x)(1+2cos2x +cos? 2x ) dx
8

= J.(l +2¢082x +cos’ 2x —cos 2x — 2 cos’ 2x — cos” Zx)dx

= I(l +c082x — cos’ 2x —cos’ 2x)dx

:lj[l+cos2x—m—(l—sin2 2x)cos2x}dx
8 2

= _j(%—%cos 4x +sin’ 2xcos ZxJ dx

.3
:l lx—lsin4x+lsm 2x +C
812 8 2 3

Isinz xcos® xdx = j(sin xcos x)2 dx = ijsinz 2xdx = %I—l _ C(Z)S 4x dx

:l(x—lsin4xJ+C
8 4
3) jsinaxcosﬂxdx, jcosaxcosﬂxdx, jsinaxsinﬁxdx, a#+pf

Pentru a calcula aceste integrale sunt utile urmatoarele identitati trigonometrice:



sinaxcos fx :%[sin(a+ﬂ)x+sin(a—ﬂ)xJ
cosaxcos fx = %[cos(a +ﬂ)x+cos(a —,b’)x]

sin azxsin Bx = %[cos(a - B)x—cos(a +,B)x}

De exemplu,

+C

J.sin axcos fx dx = %J.[sin(a +ﬂ)x+ sin(a —,B)x} dx = %{_ COS(ao:_-rﬂﬂ)x B Cos(aa_—ﬁﬂ)x

1 1
Jcoschosx dx :EJ.[COS(3+1)x+cos(3—l)x}dx:Ej(cos4x+cos2x)dx

:l lsin4x+lsin2x +C:lsin4x+lsin2x+C
2\ 4 2 8 4

3.5 Integrala definita

Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe un interval inchis [a,5]. Impartim intervalul [a,b] 1n
n subintervale, alegand punctele:

Xo=a<X, <X, <..<X_, <X..<x,=b

n

Aceastd multime de subintervale o numim partitie pe [a,b].

Fie Ax,=x,-x_,>0 lungimea subintervalului k& si fie & un punct arbitrar din
subintervalul k. In aceastd manierd construim o multime de puncte intermediare &.&,.,....E,
asociate partitiei date.

Fiind data o partitie pe [a,b] si 0 multime de puncte intermediare pe aceastd partitie
putem evalua suma

S, = f(&)A + (&) A +.. f(&,)Ax, =D (& )Ax,

k=1



unde f(&,) este valoarea lui f(x) in punctul & e[x,_,x]. Aceastd sumd o numim suma
integrald Riemann pentru f(x) determinatd de partitia datd pe [q,b] si de punctele
intermediare alese.

y

r 1

|

&+ I

e, vk e

o | [ .

[ It :

v [ [

AEIT | IR I

3 — _| 1 | | 1 | | | |

I

J”—/-:‘/‘I I : : b Iy

g g E £ | g !

T - B P | - S, |

—2 !2 ; .3! : .k : : °
0 A=y - ~ - = R o
XX X X, Xy oxy b=x_ X

Figura 3.1

Observatie: Suma Riemann depinde de modul de impartire al intervalului [a,b] in

subintervale [x,_,,x,] si de alegerea punctelor intermediare ¢, 1n aceste subintervale.
Fie 2 cea mai mare lungime a subintervalelor [x_,,x,|, k=12,...,n, adica

A =max Ax,

1<k<n

Definitie: Spunem cd numarul I este limita sumelor integrale z f(&)Ax, pentru f(x) pe

k=1

[a,p], dacad Ve >0, existd un numar &(¢)>0 astfel incat

n

Zf(ék)Axk -1

k=1

<&

pentru orice partitie pe [a,b] cu Ax, <5 ,k=1,2,...,n, adicd pentru orice partitic cu 1<5 i

pentru orice puncte intermediare &,, k=1,2,...,n.
Scriem: [ = 1in32f(§k ) Ax,
A—> )

Daca exista, aceastd limita se numeste integrala definita sau integrala Riemann $i se noteaza

b

I =jf(x)dx=1}§3'zif(§,()m,(

a



a = limita inferioara

b= limita superioara

x = variabila de integrare
f(x)= integrand

f(x)dx = element de integrare

Obs1: Integrala definitd rimane neschimbatd dacd valoarea functiei f(x) se modifica intr-un
punct ce[a,b]. Adica, daca functia f(x) trece in functia

g(x) :{f(x),Vxe[a,b]—{c}

A,x=c
unde, 4# f(c) , atunci jf(x)dx = _[g(x)dx

Aceasta proprietate ramane valabild daca f(x) este modificat intr-un numar finit de puncte
din [a,b] .

Obs2: In definitia integralei definite s-a considerat a <5 . Includerea cazurilor a=5 §i a>b se
face considerand:

a

jf(x)dxzo pentru a=5

a b

[£(x)dx==[f(x)dx pentru a>b

b a

Exemplu:

b
Calculati [ dx

b n n "
jw:g%f(é)mk =£133;Axk :1}33;(@ -x,)
= lim[(xl —x0)+(x2 —x1)+...(xn —xn_l)]z lim(xn —xo) = lim(b—a) =b—-a

A—0 A0 A0

Teorema 1: Daca o functie f (x) este integrabila (are integrald definitd) pe un interval inchis

[a,b] ,atunci f (x) este marginitd pe [a,b].

Remarci: O functie poate fi marginita pe [a,b], dar sa nu fie integrabild pe [a,b)].



Exemplu:
Functia Dirichlet

B 1, xe@Q
f(x)_{o, xeR-Q

este mirginita pe intervalul [0,1] deoarece | f (x)| <1 pentru Vx €[0,1], dar f(x) nu este
integrabila pe [0,1].
Intr-adevir, suma integrala S = Z f (fk )Axk pentru orice sir rational de puncte

k=1
intermediare &,, k=1,...,n devine

S, =;1-Axk =;(xk—xk_l)=l—0:1

iar pentru orice sir irational de puncte intermediare este

S, =Zn:O~Axk =0

k=1

Atunci pentru orice 4 = max Ax, , oricat de mic, suma integrala S, este egald fie cu unu fie cu

1<k<n

zero. In aceastd situatie S, nu are limitd pentru 1 — 0, deci functia f (x) nu este integrabila
pe [0.1].

Teorema 2: Daci o functie f(x) este continua pe un interval inchis [a,b] , atunci f(x) este
integrabila pe [a,b].

Exemplu: f (x):e’x2 este continui pe [0,a], deci este integrabild pe [0,a], adicd exista
integrala definita

jl. e dx

0

Teorema 3: Daci o functie f(x) este definita si monotona pe un interval inchis [a,5] , atunci
f(x) este integrabila pe [a,b].

Teorema 4: Daca functia f(x) este miarginita pe intervalul inchis [a,b] si dacd f(x) are un
numir finit de puncte de discontinuitate pe [a,5], atunci f(x) este integrabila pe [a,b].



Exemplu:

f( )_ Sinl,xio
X)= X
Lx=0

este integrabila pe intervalul inchis [0,1] , deoarece | f (x)| <1, Vx €[0,1], deci este marginita

pe [0,1] si functia are un singur punct de discontinuitate de speta a douain x =0.

Proprietati:
Presupunem toate functiile continue si deci integrabile pe un interval inchis [a,b].

1. Integrala definitd depinde numai de limitele sale inferioara si superioard, de
integrandul f (x) si este independenta de variabila de integrare

b

[ 7(skiv = [ flow =] plua

a a

2. Liniaritate

Af(x)dx = A]{f(x)dx

e R

() 73 (e = [ (el + [ 7, (e

3. Aditivitate

j).f(x)dx = j;f(x)dx + jf(x)dx

a

4. Monotonie: Fie f(x) si g(x) doua functii integrabile pe [a,b], pentru care are loc
relatia f(x)< g(x) pe [a,b], atunci

b

[ 7(shie < [ el

a

5.Daca f(x) este integrabild pe [a,b] atunci si functia ‘ f (x)‘ este integrabila pe

[a,b] si are loc inegalitatea:



6. Fie m si M minimul i maximul lui f'(x) pe [a,b]. Atunci

b

m(b—a)SJf(x)deM(b—a)

Figura 3.2

Exemplu:
2z

Evaluati integrala IL
’ * 10+ 6sinx

1 1|
m= min
0<x<27 \f10 + 6'sin x

1 1

M = -
0222 10+ 6sinx 10+ 6sinx a2
2
Cu proprietatea 6. avem:
1 1
27[ 0 <—(27-0
4 I\/10+6smx ( )
T
2 10+6smx



3.6 Teoreme fundamentale pentru integrala definita

Teorema de medie: Fie f (x) o functie continua pe un interval inchis [a,b]. Atunci, exista
cel putin un punct & €[a,b] astfel incat

b

jf(xyu={b—a)f(§y & ela,b]

a

Interpretare geometrica:

el

flc) 4 - -

Figura 3.3

Pe graficul functiei continue y= f(x), existd punctul C(c,f(c)), astfel incat ariile 4ABba si
MNba sunt egale.

b
Numarul M(f(x)) =5 ! If(x) dx se numeste valoare medie a functiei f(x) pe
~a

a

[a,b].

Exemplu: Calculati valoarea medie a functiei f (x) =sinx pe [0, 7r] .



M (sinx)=

T —

Isinxa’x :l(—cos7z+cos0) _2
0 T T

Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] . Integrala definitd nu depinde

de variabila de integrare

b b
[ (x)ae=]r(t)ar
Consideram un punct arbitrar x € [a, b] si construim o functie
F(x)=[f(t)dt

Aceasta este definitd Vx e [a,b] , deoarece daca integrala lui f (x) pe [a,b] exista,

exista si integrala lui f'(x) pe [a,x] pentru Vx €[a,b].

Prima teorema fundamentala de calcul: Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis
[a,b]. Atunci, functia F(x)= jf(t)dt este derivabila in orice punct xe[a,b] si

F '(x) =f (x) Cu alte cuvinte, derivata integralei definite in raport cu limita sa superioara

este egala cu valoarea integrandului in punctul limita superioara a integralei.

@f(f)df} = f(x), Vxe[anb]

Demonstratie: Fie Ax#0, astfel incat x+Ax e [a,b]. Cresterea corespunzatoare a functiei

este:

x+Ax X

AF =F (x+&x)=F(x)= [ f(t)dt—[ f(¢)dt

x+Ax x+Ax teorema de medie

S[r@are [ rde= [ r)a" " (e o) £ (0 0n)
— f(xronr). Oe[o]]

F'(x)=lim — = f(x) datoritd continuitatii lui f (x).



A doua teorema fundamentala de calcul: Fie f (x) o functie continua pe un interval inchis

[a,b] . Atunci, f (x) are o primitiva pe [a,b] si In consecintd f (x) are integrald nedefinita.

Demonstratie: Deoarece f(x) este continua pe [a,b], atunci exista J. f(t)dt, Vxe[a,b],

adica existd functia F(x)= _[f(t)dt astfel incat F'(x)= f(x), Vxe[a,b]. Deci F(x) este

o primitiva a lui f(x) pe [a,b].

Integrala nedefinita a functiei f (x) pe [a,b] poate fi reprezentatd in forma

_[f(x)dx:!jf(t)dtJrC

Teorema Newton-Leibniz: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] si fie

F(x) o primitiva a lui f(x) pe [a,b] , atunci

b

jf(x)dsz(b)—F(a)

a

Demonstratie:

X

Fie ®(x)=[f(¢)dt, xe[a,b]

®(x) este o primitivd pentru f(x) = ®(x)=F(x)+C

jif(t)dtzF(x)+C, Vxe[a,b]

vma > [f(O)di=F(a)+C = c=-F(q



Exemple:

2 2 42
Y2
2 2

T

. T
Jsmx dx :—cosx|0 =—cosz—(—cos0)=2
0

Figura 3.4 f(x)=sinx

27
. 2z
J.smx abc=—cosx0 =—c0s27 —(—cos0)=0
0

Observatie: Integrala reprezinta suma ariilor de sub curba, deasupra axei Ox, minus ariile de
sub axa Ox.

Figura 3.5 f(x)=sinx



Intergerea prin substitutie

b
Consideram integrala I f (x)dx in care f(x) este continud pe [a,b] si fie x=g(r).

Presupunem ca ¢(r) satisface conditiile:
O o) ia valori intre a si b atunci cind ¢ variaza pe[a, 8] ai. p(a)=a $i o(f)=b.

O ¢'(t) este continud pe [a, A].

Atunci:
[£(x)ax=]f[o(e)]e(t)at
Exemple:

1) J.\/az—xzdx, a>0
0

x=asint
dx = acostdt
O=asint = t=0
. V4
a=asmt = tz;

a*—xtdx =

z z
2 2
; 1+ cos 2t
\/az —a*sin’t-acost dt = Iaz cos> ¢ dt :azj— dt
0 0

O Cm—
O 0 |y

a2

Z 1
=— t|2 +—sin2¢
02

2 Az 1. ra?
=—/| —+—sinz |=——
2 212 2 4

2) jﬂdx



Uneori este convenabil sd folosim substitutia ¢ =y (x) inloc de x=g(r).

3) j-(2x3—l) x*—2x+1 dx

0

t=x*—2x+1
dt :(4x3 —2)dx - 2(2x3 —l)dx

3

| 3

1¢2

2x —1 xt—2x+1 dx——jfdt———
I.]. 23 3

2

Observatie: Fie f(x) o functie inegrabila pe un interval inchis simetric [-a,a] cu a>0.

Atunci:

n 2| f(x)dx, daca f(x) este para
§ a7 (¥
0

, daca f(x) este impara
Exemplu:
Vi
I sin® x e“**dx =0 deoarece integrandul este functie impara
T

Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v'(x) continue pe [a,5]. Atunci are loc:

b A b
Iu dv:u-v|a —.[v du
a a

Exemple:

1) T(ﬂ—x)sinx dx



U=mr—x dv =sinx dx
du = —dx V=—COSX

S =y

v
(7 —x)sinx dx = —(ﬂ—x)cosx|z —Icosx dx = —(ﬂ—x)cosx|z —sinx|; =7
0

2) jlnjx
X
1
u=Inx dv=d—)zc
X
du—ldx v=—l
x x
Ihl_zxdxz_hl_x jdexz_ln_x St 2
1 X X 1 lx X 1 xl e e e

Integrale improprii

Pana acum domeniul de integrare al unei functii era un interval marginit. Anumite
aplicatii din fizica duc la integrarea unor functii pe domenii nemarginite.

Definitie: O integrala improprie, definitd prin

Tf(x)dxdif lim j-f(x)dx

b—+x

se spune ca este convergenta daca limita exista si divergenta daca limita nu exista.

Exemple

1) Integrala improprie I

0

. - T
converge si este egald cu —.
2 2

1+x

Intr-adevar,

b

“+o0
dx . 1 . b . T
'[ = lim >-dx= lim arcig x|, = lim arctg b=—
0 b—>+0 0 1+x b—>+0 0 posioo 2



Figura 3.6 f(x)=tg(x)

+o0
2) Integrala improprie Icosx dx este divergenta.
0

Intr-adevar,

b

+00
. . . b . .
'[ cosx dx= lim |cosx dx= lim sinx|. = lim sin b
b—+x b—+w0 0 psieo
0 0

0.3

limita ce nu exista.



Cap.4 Functii de mai multe variabile

4.1 Definitii si notatii

Multe functii din lumea reald depind de doud sau mai multe variabile.
De exemplu, volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile x, y sizeste V=xy z,

unde x, y si z sunt numere pozitive. Valoarea volumului V este o functie de trei variabile
cele trei dimensiuni x, y §i z.

Temperatura masuratd pe glob este o functie de doud variabile, anume latitudinea si
longitudinea locului.

Fie R" spatiul Euclidian  n-dimensional si fie M’(xl',xé,...,x') si

M"(x/,x,...,x!') doud puncte in acest spatiu. Notam cu p(M',M") distanta dintre
punctele M'si M"

p(MM")= > (xf—x) (1)

Cazuri particulare:

n=1 p(M'\M")=

pe o dreapta.

x{—x]| reprezintd distanta dintre doud puncte M'(x]) si M"(x]) de

n=2 p(M'.M")= \/ (x/-x])" +(x]—x})° reprezinti distanta dintre doud puncte
M'(x],x,) si M"(x],x}) din plan.

Definitie: Fie punctul M, (xlo,xg ,...,xf) eR" si fie & un numir pozitiv real. Multimea
tuturor punctelor M eR" astfel incdt p(M,M,)<e se numeste sferd deschisi n-

dimensionala cu centrul In M, sirazd ¢.



Cazuri particulare:

n=2 (x-x,) +(y-y) <& defineste un disc circular cu centrul M,(x,,,) si razd

& (fara cercul exterior).

et

Figura 4.1

n=3 (x—x,) +(y-¥) +(z-z) <& defineste o sfera deschisa cu centrul in

M, (x,,¥y,2,) sitazd ¢.

Figura 4.2

Considerdm un alt tip de vecindtate pentru punctul M, (xlo , Xy ,...,x,?), si

anume o vecinatate rectangulard formatd din toate punctele M (x,x,,...,x,)eR" astfel

incat

0 0 .
X —&<x,<x +¢, ¢&>0 i=12,..,n



Cazuri particulare:

n=1 = vecinatatea se reduce la ¢ — vecinatatea x, —& < x < x, + & lui xy.

n=2 => vecinatatea se reduce la figura pland marginitd de un dreptunghi cu laturile 2¢,

si 2¢,.

W ¥

.. _El
- 7 = 1
| -
' My |7
| IR ) |
L - — - — — — - — 4

X
Figura 4.3

n=3 = vecinitatea se reduce la paralelipipedul deschis cu centrul in M (x,, y,,z,) si

muchiile 2¢,,2¢,,2¢, .

Definitii:

Fie multimea £ — R". Punctul M c E se numeste punct interior pentru E daca
existd ¢ >0 astfel Incat £ sa contind pe M impreuna cu & — vecinatatea sa.

Multimea E se numeste multime deschisa dacd E contine numai puncte
interioare. Exemplu: pentru n =2 orice disc circular este multime deschisa.

Punctul P, P e R", se numeste punct de frontierd, pentru multimea £ c R" daca
orice vecinatate a lui P contine puncte din £ si din afara lui E.

Multimea tuturor punctelor frontiera pentru £ se numeste frontiera lui E. Notdm
frontiera lui £ cu OF .

Reuniunea lui £ cu 0E formeazi o multime inchisi E = E UOE . Exemplu:
reuniunea unui disc circular cu cercul de frontiera este un disc inchis.

E cR" se numeste conexa daca pentru orice doud puncte din £ exista o curba
continud care le uneste si este continuta in £. Altfel se numeste neconexa.



&

COnexa neconexa

Figura 4.4

O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.
Un domeniu se numeste marginit daca exista o sfera care sa contind domeniul.

Orice domeniu care contine un punct M, este vecindtate pentru M, .

Notiunea de functie de mai multe variabile

Presupunem ci existd o lege care asociazi la fiecare punct M (x,,x,,...,x, ) al

multimii £ c R", un numar real u. Spunem cd am definit o functie de punctul M sau o
functie de n variabile x,,x,,...,x, $iscriem

u=f(M) sau  u=f(x,x,,....x,), McE
E este domeniul de definitie al functiei f-

Ne vom limita la functii de doud variabile z= f (x, y). Rezultatele pot fi
generalizate la functii de mai multe variabile.

Fie z=f(x,y) o functie definita pe un domeniu £ din planul xy. Domeniul

poate fi tot planul R sau mai putin.

Exemple:



tot planul xy

fff’f.’.’ff )
R

S,
:

definitd numai pentru y >0

s ?ggﬁ
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= e
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3. f(x,y)z

definita numai pentru x+y # 0
X+y

Problema: Cum vizualizam o functie de doud variabile?

Fie z= f(x,)
zZ
I|' W
(xy.z=H(x.y,
y
(xy) dm E
X
Figura 4.7

Atunci, fiecare punct (x,y)e E este asociat cu un punct (x, v, f(x, y)) din
R’. Multimea tuturor punctelor (x, v, f(x, y)) cu (x,y)eE se numeste graficul

functiei z = f(x,y) si formeaza o suprafata.

Exemple: 1) f(x,y)=-y Graficul z=-y este un plan.

Figura 4.8 f(x,y) =—y



2) f(x,y)=x2+y2

Graficul functiei z=x"+ )" este un paraboloid de revolutie.

e

Figura 4.9

In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z = )’
In planul xz definit de ecuatia y =0 intersectia cu suprafata este parabola z = x’

In planul orizontal z =1 intersectia cu suprafata este cercul x> +y* =1

3) f(x,y)zl—xz—y2

Graficul functiei z=1—x" — )’ este un paraboloid de revolutie.



z=1-x1 z=1-y*

Figura 4.10
In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z =1— )’

- . . . . 2
In planul xz definit de ecuatia y =0 intersectia cu suprafata este parabola z = 1 — x

In planul orizontal z =0 intersectia cu suprafata este cercul x* + y* =1

4) f(x,y)=y'-x

Figura4.11 f(x,y)=y" -x’



In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z = )’

In planul xz definit de ecuatia y = 0 intersectia cu suprafata este parabola z = — x>

Datorita dificultatii cerem computerului sa reprezinte grafic functiile (vezi fig. 4.11).

Pentru a investiga si vizualiza forma functiei z= f(x,y) sunt utile asa

numitele curbe de nivel . O curba de nivel este o multime de puncte din planul xy in care
valoarea functiei este constanta

z:f(x,y):c

y

& "

Figura 4.12

Curba de nivel poate fi construitd intersectand suprafata z = f (x, y) cu planul z=c

paralel cu planul xy si apoi proiectand vertical curba de intersectie pe planul xy.

O colectic de curbe de nivel f(x,z)=c¢,, m=12,..,k unde

c,., —c, =h=ct furnizeaza informatii utile despre comportamentul functiei.

Observatie: Cu cat curbele de nivel sunt mai apropiate intre ele cu atat viteza de
modificare a functiei este mai mare.

Exemplu: z=x"+)"
Curbele sale de nivel sunt cercuri cu centrul in originea sistemului de coordonate.



Figura 4.13
f(x,y)zO x2+y2:O
f(x,y):l X +y =1
f(x,y)=2 x2+y2=
f(x,y):3 x2+y2:3
f(x,y):4 x2+y2:

Pentru functii de trei variabile, echivalentul curbelor de nivel sunt suprafetele de nivel.
Suprafata de nivel a functiei u = f(x,y,z) este o multime de puncte M (x,y,z) din

spatiu in care u = f (M ) este constant.

Exemplu: Suprafetele de nivel ale functiei u=x"+y”+z> sunt sfere cu centrul in
originea sistemului de coordonate.



4.2 Limite si continuitate

Definitia 1: Fie /(M) o functie definitd pe o vecinatate Q a punctului M (x,,y,) cuo
posibild exceptie in M. Numarul 4 se numeste /imita lui (M) in punctul M, (x,,,)

daca Ve >0 exista 0 >0 astfel incat
‘f (M)- A‘ <&

pentru M €Q cu 0< p(M,M,)<6.

Notatii: A= lim f(M) sau A= lim f(x,y)

MM, X—>X),Y >V

Observatie: Se presupune ca M poate tinde la M, intr-un mod arbitrar (de-a lungul unei
directii arbitrare sau dupa orice lege arbitrard) si ca toate valorile limita a lui f (M )

astfel obtinute trebuie sa fie egale cu numarul 4.
Exemple:

1) f(x,y)=x+y* definita pe planul xy si f(0,0)=0. Aratam ca limita acestei functii
in 0(0,0) este zero.

Consideram ¢ > 0. Atunci, |f (x, y) - 0‘ < ¢ devine ‘xz + yz‘ < ¢ . Deoarece distanta de la

un punct arbitrar M (x,y) la originea O este p(M,0)= m , putem scrie relatia
‘xz +y2‘ <¢ informa p’(M,0)<¢ sau p(M,O)<\/;.

Consideram & =+/¢ , atunci pentru orice punct M (x,y) astfel incat p(M,0)< 6= Je
avem ‘xz +° —0‘ <¢& sau ‘ f(xy) —O‘ < ¢ . Cu definitia limitei, 4= 0 este limita functiei

date in 0(0,0).



7=x 2ty 2

Figura 4.14

2) f(x.y)= xffyy _ definita pe planul xy mai putin in originea 0(0,0).

Investigdm comportarea lui f(x,y) in conditiile in care (x,y) tinde la 0(0,0) de-a

lungul liniilor y=kx, x#0.

Dreptele definite de ecuatiile y = kx trec prin origine si avem

2x°k
k) = , 0
S (o) (1+k2)x2 *
Atunci,
f(xkx)—> 2k pentru x —0
’ 1+k*

Pentru diferite valori ale lui 4, valorile limitei sunt diferite. Aceasta Tnseamna ca functia
dat nu are limita in originea O(0,0).

2

3) f(x,y)= al J; definitd pe planul xy mai putin in originea 0(0,0).

4 2
x*+
Investigdm comportarea lui f(x,y) in conditiile in care (x,y) tinde la 0(0,0) de-a

lungul liniilor y=kx, x#0.



f(x,kx)—> 0, pentru x —>0.

Functia are limita egald cu zero oricare ar fi dreapta y = kx, adica pentru orice dreapta

de-a lungul careia punctul (x, ) tinde la originea 0(0,0).
Daci considerim y = x* atunci f (x, xz) =1/2, x#0. Aceasta inseamna ca limita exista
cand punctul (x,y) tinde la originea O(0,0) miscandu-se pe parabola y =x’. Deoarece

aceasta limita este 1/2 # 0, functia data nu are limita in punctul 0(0,0).

Teorema 1: Fie f(M) si o(M) doud functii care au limitd in M, Atunci suma
f (M )+ (/)(M ), diferenta f (M )— go(M ) , produsul f (M ) gp(M ) si raportul f (M )/ (/)(M )
(cu conditia lim o(M )= 0) au limita in M, si

lim [f(M)+o(M)]= lim f(M)+ lim o(M)

MM, MM, MM,

lim [f(M)-p(M)]= lim f(M)- lim p(p)

M—M, M—->M, M—-M,

gy Jlim o)
00 s oot AP0

MM,

Definitia 2: Fie [ (M ) o functie definitd pe o vecinatate Q a punctului M, cu o posibild
exceptie in M. Numarul 4 se numeste /imita lui f (M) in punctul M, dacd pentru
orice sir de puncte {M,} care converge la M, , M, eQ, M, #M,, sirul imagine
{f(M,)} convege la 4.

Observatie: Notiunea de limitd de mai sus, presupune ca toate variabilele sa tinda
simultan la valorile lor limita, adica (x, y) - (xo Vo )

Definitia 1: Fie /(M) o functie definita intr-un punct M (x,,,) si pe o vecinatate Q
a punctului M (x,,y,). Functia f (M) este continud in M, (x,,y,) dacd

lim f(M)=f(M,) sau  lim f(xp)=f(x.2,)

MM, X—=Xg,Y=>Yo



Remarca: Se presupune ca in aceastd definitie punctul M (x, y) tinde la M, (xo, yo) intr-

un mod arbitrar si este tot timpul continut in domeniul lui f (M ) .

Definitia 2 (cu €-96): Fie f (M ) o functie definitd intr-un punct M, si pe o vecindtate
Q a punctului M. Functia (M) este continud in My daci Ve >0 existd §>0 astfel

incat

)= (M, ) <

pentru M € Q cu p(M,M,)<é.

Fie Ax si Ay cresterile variabilelor independente x si y in deplasarea de la
punctul M (x,,y,) la M(x,y).
Fie
Az = f(xy + A%, yy + &)= (x5, %)

cresterea functiei z = f (x, y) corespunzatoare lui Ax si Ay . Atunci expresia din definitia
continuitatii

lim  f(x,y)= /(x4 ,)

XX,V >
este echivalenta cu

Definitia 3 a continuitatii: lim Az=0
Ax—0,Ay—0

Observatie: Dacid o functic f(x,y) este continui intr-un punct M,(x,,y,) atunci
f (x, y) este continud in M (xo, yo) in raport cu ambele variabile x si y. Reciproca nu
este totdeauna adevirata: dacd o functie f(x,y) este continua intr-un punct M, (x,,y,)

in raport cu x si in raport cu y, f (x, y) nu este In mod necesar continud in M, (xo, Yo )

Teorema 2: Daci f(M) si (M) douid functii continue in My, atunci suma
f(M)+ (), diferenta f(M)—@(M), produsul f(M)-p(M) si raportul f(M)/p(M)
(cu conditia (M, )= 0) sunt continue in M.



Daca o functie f (M ) este continud in fiecare punct al domeniului D, f (M )
este continud pe domeniul D.

Punctul in care f(M) nu este continui se numeste discontinuitate pentru
f (M ) Discontinuitatile unei functii f (x, y) pot fi fie puncte izolate, fie puncte dispuse
pe curbe.

Exemple:
1

X +y

D flxy)=

are o singurd discontinuitate in O(0,0).

2

D) flxr)=—

are ca discontinuitati dreptele y=x si y=—x.

Teorema 3: Dacd functia f (M ) este continud pe un domeniu marginit i inchis, atunci
f (M ) este marginita pe D si 1si atinge maximul absolut si minimul absolut pe D.

4.3 Derivate partiale

Fie z=f (x, y) o functie definitd pe un domeniu D din planul xy si fie (x, y) un
punct interior lui D. Considerdim Ax o crestere a lui x astfel incat (x +Ax,y)e D .

L

D

-——

(£Y) (xHAXY)

Figura 4.15



Cresterea
Az=flx+Axy)-f(xy)
se numeste crestere partiala in z determinata de cresterea Ax in x.

. A
Fie td

raportul cresterii partiale in z si cresterea corespunzatoare in x. Desigur

acest raport este o functie de Ax.

Az

Definitia 1: Limita raportului pentru Ax — 0, daca existd, se numeste derivata

partiala a functiei z= f (x, y) in punctul (x, y) in raport cu variabila independenta x.

Notatii:

% sau fx'(x,y) sau z;(x,y)
ox

Cu aceste notatii putem rescrie definitia derivatei partiale astfel:

0z = lim£= lim f(x+Ax,y)—f(x,y)

Ox M0 Ax Ax—0 Ax

Analog,
% i 2% _ i [,y +4p)-flx,y)

ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Fieu=f (xl,xz,...,xn) o functie de n variabile. Atunci

ou i L0 Xy XX, A XX, )= £, Xy Xy e X))
ox, M0 Ax,

Definitia 2: Derivata partiald a unei functii z = f (x, y) in raport cu variabila x este o
derivatd ordinara in raport cu x, calculatd considerdnd pe y constant. Similar, derivata
partiala a unei functii z = f (x, y) in raport cu variabila y este o derivata ordinara in raport
cu y, calculatd considerand pe x constant.

In aceste conditii, derivatele ordinare si derivatele partiale se supun la aceleasi
reguli de diferentiere.



Exemple:
Calculati derivatele partiale ale urmatoarelor functii.

1) z:x3y+y2

@=3x2y+0 @:x3+2y
ox oy

2) z=e"

Interpretarea geometrica a derivatelor partiale

Consideram z = f (x, y) o functie continua si cu derivate partiale pe un domeniu
D. Fie S suprafata definita de ecuatia z = f (x, y).

Vrem sd interpretim geometric derivatele partiale ale lui f (x,y) in punctul
M O(XO, yo)eD care are corespondent pe suprafata z=f (x, y) in punctul

No(xoayoaf(xoayo))'
Atunci cand calculam derivata partiala 2—2 in punctul M, (xo, yo) gandim
X

z=f (x, y) ca o functie de o singura variabild x si tratdm y ca o constantd y =y, , adica

z=f(x,y0)=f1(x)

Functia z = fl(x) defineste curba L obtinutd prin intersectia suprafetei S cu
planul y=y,.

Reludm interpretarea geometrica a derivatei ordinare:

fl,(xo ) =iga



Figura 4.16

unde a este unghiul dintre axa x §i tangenta la curba L in punctul Ny. Deoarece,

, 0z
/i (xo ) = o
X ("0 o)
= ¢z =iga
ax (x0-70)
0z o . . .
= ™ este panta tangentei in Ny la curba formatd prin intersectia planului
X

(xo ,}’o)

y =1y, cusuprafata z=f (x, y).

.. 0z
Similar, — =tgf
63/’ (%0570)
= %Z este panta tangentei in Ny la curba formata prin intersectia planului
(

X0 syo)

x=x, cusuprafata z = f (x, y).



4.4 Functii diferentiabile

Fie z=f (x, y) o functie definitd pe domeniul D din planul xy si fie (x, y) un
punct din D. Considerdm Ax si Ay cresteri In X si y astfel incat (x +Ax,y+ Ay) eD.

Definitie: Functia z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) € D daca cresterea totala
Az = f(x+Ax,y+Ay)= f(x,p)
corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite o reprezentare de forma
Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay )Ay (1)

unde 4 si B sunt independente de Ax si Ay (dar depind in general de x si y) si
a(Ax, Ay) si ,B(Ax, Ay) tind la zero pentru Ax > 0, Ay > 0.

AAx+ BAy, partea liniara relativ la  Ax s§i Ay a crestereii, se numeste
diferentiala lui z = f(x,y) in punctul (x, y).

Notatie:
dz = AAx + BAy 2)

Atunci Az =dz + aAx+ Ay .

Exemplu: z =x" + y’
Consideram punctul (x, y) si cresterile arbitrare Ax si Ay .
Az =[x+ Av,y+ap)= f(x,p)=(x+Ax) +(y+Ap) —x* -2
= 2xAx + 2yAy + AxAx + AyAy

Considerim A=2x, B=2y, a(Ax,Ay)=Ax si B(Ax,Ay)=Ay. a -0, f—0
pentru Ax - 0, Ay = 0.



Cu definitia, rezulta ca functia data este diferentiabila in orice punct (x, y) din
planul xy si dz = 2xAx +2yAy .

Observatie: Formula (1) poate fi rescrisa daca utilizam distanta dintre punctele (x, y) si
(x + Ax, y + Ay) adica

p=A(ax) +(ay) 3)
Atunci
A
alx + fAy =(a£+ﬂ—y}o, p#0
P P
Sau alx + Ay = gp

unde ¢ = 0{g + Ly depinde de Ax si Ay si tinde la zero pentru Ax —> 0, Ay — 0 sau
P P

atuncicand p —> 0.
Formula (1) care exprima conditia ca functia z = f (x, y) sa fie diferentiabila devine
Az = AAx+ BAy + gp 4)

unde ng(p)—)O,pentru p—0.

Exemplu: z =x” + y°

Az = 2xAx + 2yAy + (Ax )’ +(Ay)
=2xAx+2yAy + pp, unde g(p) =p

Conditii necesare pentru ca o functie sa fie diferentiabila

Teorema 1: Daca o functie z = f (x, y) este diferentiabila Intr-un punct, atunci functia
este continua in acel punct.

Demonstratie: Daca z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) atunci cresterea functiei in
(x, y) corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite reprezentarea

Az = AAx + BAy + aAx + Ay



unde 4 si B sunt constante in (x,y) sia—>0 st f—>0 pentru Ax >0, Ay —> 0.
Atunci

lim Az=0 = functia z= f(x,y) este continui in (x,y).
Ax—0,Ay—0

Teorema 2: Dacd o functie z= f (x, y) este diferentiabild intr-un punct, atunci functia

. . 0z 0z,
are derivate partiale | —,— | in acel punct.
ox Oy

Demonstratie: Daca z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) atunci cresterea functiei in
(x, y) corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite reprezentarea

Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay)Ax + S(Ax, Ay)Ay
Consideram Ax # 0 si Ay =0. Atunci:
Az = AAx + a(Ax,0)Ax

A2 4+ a(Ax)

Deoarece 4 este independent de Ax si a(Ax,0)— 0 pentru Ax — 0, atunci:

A
lim =% = 4
Ax—0 Ax

Conform definitiei, functia z = f (x, y) are derivatd partialda in raport cu x in punctul
(x,») si
oz
Y
Ox
Cu un rationament similar, se aratd si ca functia z = f (x, y) are derivata partiala in raport
cuy 1n punctul (x, y) si

% _p
oy
Az:@Ax+%Ay+an+ﬁAy (5)

Ox oy



Conditii suficiente pentru ca o functie sa fie diferentiabila

Teorema 3: Fie z = f (x, y) o functie care are derivate partiale f, si f, intr-o vecinitate
a punctului (xo, yo) si fie f si f, continue in (xo, yo). Atunci z=f (x, y) este

diferentiabila in (x,,y,).

Exemplu: f (x, y) = \/E definita peste tot.

Cu definitia derivatelor partiale avem:

3
£1(0,0)= lim /(8x,0)- £(0.0) _ lim YAx-0-0 _ 0
2 Ax—0 AX Ars0 Ax
£1(00)= tim 7@.)=100) _, o-& -0
Ay—0 Ay Ay0 Ay

Pentru a ardta ca f (x, y) este diferentiabila sau nu in 0(0,0), calculam cresterea lui
f(x,y) in 0(0,0).

Af(0,0)= f(Ax,Ay)~ £(0,0)=3/Ax- Ay = &(Ax, Av)- p

Deoarece,

p=~Ax) +(ay)
Atunci

e(Ax,Ay)=

Pentru ca functia sa fie diferentiabila in origine 0(0,0) este necesar ca &(Ax,Ay) s fie
un infinitezimal pentru Ax — 0, Ay — 0. Considerand Ay = Ax >0

e(Ax,Ay) = (S

V2Ax

Se observa ca g(Ax,Ay)—)oo, pentru Ax — 0, astfel functia f(x,y)=§/xy nu este
diferentiabild in O(0,0), desi functia are derivate partiale f| si f) in O(0,0). Acest

V

rezultat este atribuit discontinuittii derivatelor f si f] in 0(0,0).



Diferentiala totala

Daca functia z = f (x, y) este diferentiabila atunci diferentiala totala este

dz = AAx + BAy (6)
Deoarece
A= & si B= &
ox oy
Atunci
dz = %Ax + %Ay (7)
ox oy

Consideram diferentialele variabilelor independente egale cu cresterile respective
dx=Ax si dy=Ay
Atunci diferentiala totald a functiei z = f (x, y) se poate scrie:

dZ:%dx+%dy (8)
ox oy

Exemple:
1. Diferentiala functiei z = x* +xy— )’ este

dz :(2x+y)dx+(x—2y)dy
2. Diferentiala functiei z = ln(x + yz) este

dz = ! dx + 2y

x+y° x+y°

dy

Daci u= f(x,x,,....x,) este o functic de n variabile independente,
diferentiabila, atunci

du = Za—udxk . dx, =Ax, (9)



Presupunem cd functia z=f (x, y) este diferentiabild in punctul (x, y) si ca
dz #0 in (x,y). Atunci cresterea totala

Az =ZAr s %Ay +a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay)Ay
ox oy
difera de partea liniara
dz = & Ax + 3 Ay
ox oy

doar prin suma aAx+ Ay, in care aAx si Ay sunt infinitezimali de ordin mai mare
decat termenii din diferentiala dz pentru Ax - 0, Ay — 0.

Az = dz (10)

Precizia de aproximare este mai buna cu cat valoarea absoluta a cresterilor este mai mica.



4.5 Derivatele functiilor compuse

Fiez=f (x, y) o functie definitd pe domeniul D din planul xy si fie x si y functii
de o variabila ¢ astfel incat

x:¢)(t), y:W(t)’ te(toatl)'

Presupunem c¢d Vte(t,,t) punctul corespunzitor (x,y)eD. In aceste conditii,

substitutia lui x =¢() si y =w () reduce functia z= f(x,y) la o functie compusa

z=flo(t)w(1)]

care este functie de o singura variabila .

Teorema 1: Daca intr-un punct ¢ existd derivatele

dx cody
=0 () st —=v'(0)

si daca functia z = f(x,y) este diferentiabila in punctul (x,y) cu x=¢(¢) si y=y (1),

atunci functia compusa z = f [(o(t),t//(t)] are derivata % intsi

dt Ox dt oy dt

Exemplu: Calculati derivata functiei z = x” + y* unde x =sint¢ si y =1

d: ) .
;szx-cost+2y-3t2 =2sintcost+2t° 3" =sin 2t + 6¢°



Considerdam o functie z= f(x,y) in care y =y (x). Atunci z este o functie
compusidex, z= f(x,l,//(x)) si
&z o oz dy

E_Z, @)
dx Ox Oy dx

0z o e ) . - A
unde ™ este o derivata partiald a lui z= f (x, y) in raport cu x, calculata considerand y
X

. dz . - . . o
constant. Derivata o este derivata totala a lui z=f (x, y) in raport cu variabila
x

independenta x, calculata considerand y ca o functie de x , adicd y = 1//(x) .

Exemplu: Calculati & sl L pentru functia
ox  dx

z= arctgZ unde y=x’
X

oz 0 1
—=—£arctglj: 2.(_12J:_ 2y 5
Oox Ox X o X X +y

1+
xZ
¢ e ey L1
dx Ox Oy dx X +y Vo ox
1+
X
h% 2x7 x° 2x7 1
=7 >t 2 -T2 7t i 2
xX“+y. x4y x“+x" xT+x I+x

In continuare, ne ocupdm de derivarea unor functii compuse de mai multe
variabile.

Fie z= f(xy) cu x=9(&n) si y=y(&n). Awnci z= flo(s,n)w(&n)]
este o functie compusd de doud variabile. Presupunem ca existd derivatele partiale

) ox ox oy oy , . <
continue —, —, —, —— Intr-un punct R 1 presupunem ca X, este
o& an’ 3 on punct (£,7) si presup f(x.y)
diferentiabild n punctul corespunzator (x, y) cu x= ¢(§,n) si y= 1//(5,77).

Functia compusa z = z(f,f]) are derivate partiale 2—2 si S—Z in punctul (f,f]).
n

Derivand z in raport cu &, variabila 7 este consideratd constantd, adica x si y devin
functii de o singurd variabild &, x:go(f,c) si y zt//(f,c) si formula (1) poate fi
aplicatd



0z _ 0z 8x+62 @
8§ ox o0& oy o

82 82 8x+62 a_y

3)
877 T ox on oy 0on
) ) ) oz . Oz ) 9 5
Exemplu: Calculati derivatele partiale % s an pentru functia z=x"y—xy°, unde
n
x=fnsiy==.
n

82 82@ %G_y o - l: é_f_z - él
0 ox 9E @y OF =20y +(x 2xy)77 (257777 n2j77+£§77 257777}77

ot et
n n n n
82 82 ox 0z O ) )

577 . AL ED (2xy—y )cf+(x —2xy)-£—77£2]

on 0oy on
:[25W£—5—2j§+[§2n2—%ﬁj-(—%}é{n%j
n n n n n

Consideram o functie u = f(x,y,z) unde x = x(&,7), y = (&) si z=2(£,7)
atunci u este o functie compusa de doud variabile u = u(f, 77) si

ou 6u8x+6u6y+6uﬁz
65 Ox 0& 0Oy 0& 0z 0&

Ou _Ouox Oudy Oudz
—t——+— 4)
677 £ on oyon Oz 877

Considerdam u = f (x, y,z) cuz= z(x, y). Atunci:

u_of o
Oox 8x 0z Ox

ou _ 6f of oz (5)
oy ay 0z 8y



. Ou o . g . e 5
Observatie: — este o derivata partiala totald a lui « 1n raport cu variabila independenta

Oox
of

X, iar ™ este o derivatd partiald a lui u = f (x, y,z) in raport cu x calculata considerand
X

v sl z constante.

Diferentialele functiilor compuse

Fie z=f (x, y) o functie diferentiabila cu variabilele independente x si y, atunci
diferentiala totala dz a functiei z este:

dZ:a—de-l-%dy (6)
ox oy

unde dx=Ax si dy=Ay.

Mai departe, presupunem ca z = f (x,y) este o functie compusa, in care

X= (p(§,77) sl y= 1/1(5,77) si aceste functii au derivate partiale continue o , o , &» ,
og on 0g
Oy

an intr-un punct (5,77). De asemenea presupunem ca functia z are derivate partiale
n

continue % s % in punctul (x, y) corespunzator lui (5,77), astfel incat z = f (x, y)
x 4
este diferentiabild in (x, ).

Atunci functia compusd z = f [¢(§,n),w(§,n)] are in punctul (f,n) derivatele partiale:

0z 0z Ox 82'8_)/

0 ox 9E @y Of

Oz _0z Ox 0z Oy
on oOx On Oy On

. . . . Oz . 0Oz . . .
Din aceste relatii se observa ca Py s 2 sunt continue in punctul (£,7). Atunci

n
functia compusa z = f [(0(5,77),1//(5,77)] este diferentiabila in punctul (5,77) si are loc:

dr = g+ E gy
¢ on



In aceasti relatie substituim derivatele partiale si regrupiam termenii:

B A A P A A g
ox 9 oy OF ox dn oy on

0z Ox oz oy oy
“- ax[ar:df andJ (aédé and”]

Prin ipoteza functiile x = gp(f,n) si y= w(cf,n) au derivate partiale continue in punctul
(5,77) si deci sunt diferentiabile in punctul (5,77) si are loc:

de= e Xy
et o,

dy=2as+ Y an

g on
Rezulta:
dz = 6_2 dx + % dy (7
ox oy

Comparand cu (6), concludem ca diferentiala totala a functiei z = f (x, y) este exprimata

prin formule de aceeasi forma, fie ca variabilele sale sunt independnte fie ca sunt functii
de alte variabile (invarianta formei diferentialei).

4.6 Derivarea functiilor implicite

Consideram ecuatia F (x,y)=0,in care F(x,y) este o functie de doua varibile
definita pe un domeniu D din planul xy

implicit functia de o singura variabila

rezolvand ecuatia data in y.

. Presupunem ca aceasta ecuatie defineste in mod
y=y(x). Forma explicitd a acesteia se obtine

Exemplu: Ecuatia y —x =0 defineste in mod implicit functia y=x, VxeR.



Urmadtoarea teorema furnizeaza conditii suficiente pentru ca ecuatia F (x, y) =0 sa fie

rezolvabila in y pe o vecindtate a unui punct dat x,.

Teorema 1: Fie ecuatia F' (x, y) =0 si fie indeplinite conditiile:
i) Functia F(x,y) este definita si continua pe domeniul:
D.{xo—é‘l <X<X,+0,
Vo—0,<y<y,+6,
unde &6, >0, &, >0. Acesta fiind un dreptunghi cu centrul in (x,,y, ).

i1) F(xo,yo):O

. . . . F . OF

1i1) exista derivatele partiale continue aa— s g— pe D.
2%

. oF

1v) 5(xo,yo)¢0

Atunci, Ve >0, suficient de mic, existd o vecinatate (x,—d,,X,+3,) a punctului x,, pe
care existd o functie continud, unic definita, y=f (x) astfel incat y,=f (xo) ,
|y—y,| <& si functia verificd ecuatia datd F (x, f (x)) =0 pe vecindtatea lui x,. Mai

mult, functia y= f (x) este continuu diferentiabila pe vecinatatea lui x si

oF
Q —_Ox , unde 8_F #0
dx oF oy
oy
y
D v=1(x)

Figura 4.17



Exemplu: Calculati L pentru functia y=f (x) definita implicit de ecuatia

dx
x’+y' —R*=0.
Qz_z_xz_ﬁ’ y;g()
dx 2y y

Similar teoremei precedente se poate formula o teorema pentru functia
z=f (x, y) definita implicit de ecuatia F (x, y,z) =0.

Teorema 2: Fie ecuatia F (x, v, z) =0 si fie Indeplinite conditiile:

1) Functia F (x, y,z) este definitd si continud pe domeniul:
Xy =0, <X <X,+0,
D9y, =6,<y<y,+6,
Zy,— 0y, <z<2zy+0,

unde 6, >0, &, >0, 0, >0. Acesta fiind un paralelipiped dreptunghic cu centrul in
(xo > Yo% ) .

11) F(xmy()azo):o

e . . OF OF . oF
1i1) exista derivatele partiale continue —, — si — pe D.
ox Oy oz
. oF
v —(x,,¥,,2,) %0
) 62( 0> Yo o)

Atunci, Ve >0, suficient de mic, existd o vecinatate ) a punctului (xo, yo), pe care
existd o functie continua, unic definitd, z=f(x,y) astfel incit z,=f(x,,).
|z—z,|< & si functia verifica ecuatia datd F (x, v f(x, y)) =0 pe vecinitatea Q. Mai

mult, functia z= f (x, y) este derivate partiale continue pe vecinatatea Q si formulele de

calcul pentru derivatele partiale ale functiei implicite sunt:

OF oF
@—_E g—_a_y a_F;,gO
Ox oF”’ oy OF ~ 0z

oz oz



Exemplu: Calculati derivatele partiale pentru functia z= f (x, y) definitd implicit de

ecuatia x° + 1> +z° —R*=0.

o _ 2x_ x Z___ Y L.
Ox 2z z oy 2z z

4.7 Plane tangente si drepte normale la o suprafata

Fie S o suprafata definita de ecuatia F(x,y,z)=0.

Definitii:
O Punctul M (x, y,z) de pe suprafata S se numeste punct regulat (nesingular) al
. C o .. OF OF . oF | C e
suprafetei S daca toate cele trei derivate partiale —, — si — 1n M exista si
ox Oy 0z
sunt continue si cel putin una dintre ele este diferita de zero.
C o .. OF OF .
O Punctul M (x, y,z) este singular daca toate cele trei derivate partiale > o si
x oy
oF . g . . sn
r se anuleaza in M sau daca cel putin una dintre ele nu existd in M.
/4
Exemplu:

Considerdm un con circular definit de ecuatia: x* + y> —z* =0
F(x,y,z): x> +y?—z?

oF _

2x
Oox
a_F = 2y
oy
oF _ .

0z



et

Figura 4.18

Singurul punct singular este originea O(0,0,0) in care toate cele trei derivate partiale sunt
nule.

Fie L o curba in spatiu definitd de ecuatiile parametrice:

= olr)

X
L:yy=w(
z

~
N—"

te(a.p)

Presupunem ci ¢(t), y(t) si o(z) au derivate continue care nu se anuleazi simultan pe
(a, ﬂ) si consideram un punct nesingular M O(xo, yo,zo) pe L definit de valoarea

t, € (@, B). Atunci vectorul

T=x(t, )i+ (e, )7 +2'(e, o
se afla pe tangenta la curba L in punctul M ,(x,,v,.z, ).

Consideram un punct nesingular P pe suprafata S si ducem prin P o curba L care
apartine suprafetei S. Fie aceasta curba definita ca mai sus, de ecuatiile parametrice



Liyy=y()  te(@p)

Presupunem ci ¢(t), y(t) si o(¢) au derivate continue care nu se anuleazi simultan pe

(. ).
Definitie: Tangenta la L in punctul P se numeste tangenta la suprafata S in punctul P.

Deoarece curba L se afld pe suprafata S, ecuatiile parametrice ale curbei pot fi substituite
in ecuatia F(x,y,z)=0 a suprafetei S:

Flp(t)y (1) o(t)=0

Derivam aceasta ecuatie ca o functie compusa de variabila ¢ si obtinem:

OF dx OF dy OF dz
—— =

0 (1
Ox dt Oy dt 0z dt

Aceasta relatie este un produs scalar de doi vectori:

_ OF . OF - OF -

n=—i+—j+—k
ox oy 0z

f=@5+d—y]+%l€
dt dt dt

Vectorul 7 este vector tangent la curba L in punctul P. Vectorul 7 este independent de
forma curbei ce trece prin punctul P si depinde de coordonatele lui P si de forma functiei
F(x,y,z) care defineste suprafata.

Deoarece punctul P este nesingular, lungimea vectorului 7z este diferita de zero:

2 2 2
_ (GFJ oF (aFj
n| == +|— | +|—
ox oy oz
Relatie (/) implicd n-7 =0, ceea ce inseamnd cad vectorul 7 tangent la curba L in
punctul P este perpendicular pe vectorul 7 in punctul P.




Figura 4.19

Acelasi rationament este aplicabil la orice curba de pe suprafata S care trece prin punctul
P. Astfel, orice tangenta la suprafata S in punctul P este perpendiculard pe vectorul 7 si
astfel toate aceste tangente se afld intr-un acelasi plan perpendicular pe vectorul 7 .

Definitie: Planul format de toate tangentele la suprafata S intr-un punct nesingular P € S
se numeste plan tangent la suprafata in punctul P.

Vectorul
_oF

_ - OF
n|‘°_8x i+

- OF
— j+
POy

— k
1574

P

P

Este un vector normal la planul tangent la suprafata F (x, y,z) =0 1n punctul P. Ecuatia
planului tangent la suprafata F(x, y,z)= 0 in punctul nesingular P,(x,,y,,z,) este:

oF

oF oF
= (x—x0)+— (y=yo)+— (z-2,)=0
X 1574

(xo »Y0,20 )

(x050-20) (%950-20)

Observatie: Daca suprafata S este definitd explicit de functia z = f (x, y), putem scrie:

F(x,y,z)zf(x,y)—ZZO



or Y F Y

= = =
ox Ox oy Oy 0z

Atunci ecuatia planului tangent la suprafata z=f (x, y) in punctul nesingular
F, (xo,yo,zo) este:

Interpretarea geometrica a diferentialei totale

Consideram x—x, =Ax si y—y, =Ay in ecuatia de mai sus si obtinem:

_ o

X (ann)

-Ax+% -Ay

(Xo’,"o)

Expresia din dreapta este diferentiala totald a functiei z = f (x, y) in punctul M, (xo, yo)
din planul xy adicd z—z, =dz.

Atunci, diferentiala totald a functiei z = f(x,y) in punctul M, (xo,¥,) corespunzatoare
cresterilor Ax si Ay este egala cu cresterea z—z, a coordonatei z a planului tangent la
suprafatd in F, (xo, Yoo /(%0520 )) obtinutdi in deplasarea de la M, (x,,y,) la
M(x0 +Ax, y, +Ay).

Definitie: Dreapta care trece prin punctul Po(xo, yo,zo) al suprafetei F (x, y,z):O

perpendicular pe planul tangent la aceastd suprafatd in P, se numeste normala la
suprafata in Py.

Vectorul:

OF - OF - OF -
—i+—j+—k
Ox oy 0z

n=

este vectorul director al normalei, normald definitd de ecuatiile:



X=X __ V=V __ Z7%
oF aF‘ OF
ax (xo’J’o’Zﬂ) 8y (Xo,J’o’zo) aZ

(xr)s)’mzo)

Daca suprafata S este definitd de ecuatia z=f (x,y) , atunci ecuatiile normalei in
punctul P,(x,,y,,z,) devine:

X=X _ V=V _Z7%
& o =
ox

(o) D)

2
-y . : : . X .
Exemplu: Scrieti ecuatiile planului tangent si normalei la suprafata z=7— y* in

punctul M (2,-1,1).

Figura4.20 z= % —y°



Ecuatia planului tangent este:
z—1= x|(2,_1) -(x—2) +(—2y)‘(2,_1) -(y + 1)

z—-1=2(x=2)+2(y+1)

Ecuatiile normalei sunt:

x=2 y+l1 z-1
2 2 -1

4.8 Derivate de ordin superior

. . . .. 0z . 0z ,
Fie z=f (x, y) o functie care are derivate partiale 8_2 s 8_2 in fiecare punct
x y

dintr-un domeniu D. Aceste derivate

0z ' . Oz ’
== (x,y) i - fl(x,)

Sunt functii de x si y pe D. Aceste functii pot avea la randul lor derivate partiale in
anumite puncte din D sau pe tot domeniul D.

o . . . . 0z . Oz .
Definitie: Derivatele partiale ale derivatelor partiale a s > daca exista se numesc
X Y

derivate partiale de ordinul doi pentru functia z = f (x, y).

Fie z=f (x,y) o functie de doud variabile, atunci putem scrie urmatoarele
derivate partiale de ordinul doi pentru aceasta:

0 ( oz 0’z "
o(E).en

ox | ax :6x_2_
sy o
oy\ox) oyox 7



RGN
ox\oy) oxoy

a(a) 72,
avlay) o 7

Derivatele f7 si f,| se numesc derivate partiale mixte. Prima dintre ele se calculeaza

derivand functia datd mai intdi in raport cu x si apoi in raport cu y si cea de-a doua
derivata se calculeaza derivand functia in raport cu y si apoi cu x.

Observatie: Derivatele partiale de ordinul trei §i mai mult pot fi definite in mod similar.

Exemplu: Calculati derivatele partiale de ordinul intai si doi ale functiei z = x’y* — xp’

%:3x2y2—y3 %=2x3y—3xy2
Ox oy

2 2
6_§:6xy2 a—§:2x3—6xy
Ox oy

2 2

0z =6xzy—3y2 0z :6x2y—3y2
Oyox Ox0y

Teoremi: Fie z= f(x,y) o functie care are derivate partiale f’, S fo st [, peo
vecindtate a punctului M, (x,,y,) si fie f, si f,. continue in Mg (x,,y,). Atunci,

fx; (Xano):fy’; (xoayo) in M, (xoaJ’o)-

Observatie: Este important ca derivatele mixte f, si f,. s fie continue in M (x,,, ).

Exemplu: Functia:

are derivate partiale mixte f; si f,. care nu sunt continue in 0(0,0), astfel

»x
£7,(0,0)==1si f;.(0,0)=+1.



Diferentiale de ordin superior

Fie z=f (x, y) o functie definita pe un domeniu D. Dacd z = f (x, y) este
diferentiabila pe D, atunci diferentiala totald a functiet In punctul (x, y)eD
corespunzatoare cresterilor dx si dy a variabilelor x si y este

0z 0z

dz=—dx+—dy
ox oy

In aceasti relatie dv=Ax si dy=Ay sunt cresteri arbitrare ale variabilelor. Aceste

cresteri pot fi pdstrate constante si atunci diferentiala totala este o functie de x si y, care
poate fi la randul sdu diferentiabila.

Definitie: Diferentiala totala a diferentialei totale dz in punctul (x,y)eD

corespunzatoare cresterilor dx si dy a variabilelor independente se numeste diferentiala
secunda sau diferentiala de ordinul doi a functiei z = f (x, y) si se noteazd d’z. Astfel,
conform definitiei:

d’z=d(dz) (1)

Problema: O formula de calcul pentru aceasta diferentiald secunda.

Fiez=f (x, y) o functie cu derivate partiale continue de ordinul intai si doi pe D. Atunci
diferentiala totala dz a functiei z = f (x, y) este diferentiabila si existd d’z pe D.
Folosind regulile de diferentiere, obtinem:

d’z :d(dz)zd %dx+gdy
ox oy

= i(%jd)ﬁ_i[%jdy dx + ol a’x+i & dy |dy
Ox\ Ox oy \ Ox ox\ Oy oy \ oy

0’z » 0’z 0’z 0’z 2
:—z(dx) + dxdy + dxdy+—2(dy)
ox 0yox ox0y oy




Deoarece,

0’z B 0’z
o0yox  OxOy
Obtinem urmatoarea formula:
2 2 2
dzzza—fdxz 10 92 dxdy+a—fdy2 Q)
ox oxoy oy

unde di® =(dx)’, dv*=(dy)’.

Formal putem rescrie formula (2) astfel:

2
d’z= dxi+dyi z 3)
ox oy

Exemplu: Calculati diferentialele de ordinul intai si doi ale functiei z = 2x* —3xy — y°

dz =a—zdx+%dy
ox oy

dz=(4x—3y)dx+(—3x—2y)dy

d’z = 4dx’* — 6dxdy —2dy*

Formulele pentru diferentialele de ordinul trei, patru se pot obtine in mod
asemanitor, de exemplu d’z=d (d 22). In general, diferentiala totald de ordinul n, adicd

d"z, este diferentiala diferentialei de ordinul n—1:
d'z=d(d"z).

Dacd z=f (x, y) este o functie cu derivate partiale continue pana la ordinul n pe D,

atunci exista diferentiala totald d"z pe D, data de formula:

d"z= dxi+dyi z 4)
ox oy



In general, diferentiala de ordinul » a unei functii de m variabile u = f (xl,xz,... kY )

> m

este:

d”u:{dxli+dx2i+...+dxmi) u

ox, ox, Ox

m

Observatie: Daca x si y nu sunt variabile independente, ci sunt functii de alte variabile &
si m, atunci forma diferentialei secunde nu ramane invarianta. Intr-adevar,

z=f(x,y) cu x=(&n) y=y(&n)

dz :@dx+%dy
ox oy

unde dx si dy sunt functii si nu constante.

d’z=d %dx+%dy
ox oy

=d(@d)€j+d ga’y :d(%jd)ﬁrd o dy+@d(dx)+%d(dy)
Ox oy Ox oy Ox oy

2
= dxi+a’yi z+%d2x+%
ox 0

d2
y ox oy 4

4.9 Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile

Fie z=f (x, y) o functie cu derivate partiale continue pand la ordinul #+1

inclusiv, pe o vecinatate (2 a punctului (xo, yo) . Pe vecinatatea QQ are loc formula Taylor:

1) =1 o] L)+ L ) ) o



1|0’ ) P o 2
+2—!{g];(xoayo)(x—xo) +2ﬁ(xo,yo)(x—xo)(y—yo)+g];(x0’yo)(y_yo) L
| 0 ol
+E{(x—xo)§+(y—yo)5} f(xo,y0)+Rn+l(x,y)

unde restul in forma Lagrange este:

Rn+l (x9 y) =

a a n+l
{(x—xo)§+(y—y0)5} f(x0 +0Ax, y, +€Ay)

(n+1)!

cu @e(0,1).

Caz particular:
Daca in formula Taylor x, = y, =0, atunci aceasta se numeste formuld Maclaurin si arata
astfel:

_ L 0.0+ 2
f(x,y)—f(0,0)+l!{ax(0,0) + 2,00y |+

+—[af(O,O)x2+2§g(O,O)xy-ﬁ-gf(O,O)yz +...

2

[ a of
+;|:Xa+y5:| f(050)+Rn+l(x’y)

unde restul in forma Lagrange este:

n+l
1 0 0
R - 2,9 OAx, OA 0<(0,1).
,M(x,y) (n+1)!{x8x+y6y} f( y) cu e( )

Exemplu: Scrieti formula Maclaurin pentru functia f (x,y)=e"siny pana la termeni de
ordinul doi.

£(0,0)=0



g =exsiny‘ =0 g =excosy‘ =1
Ox (0.0) (0,0) y (0.0) (0.0)

2 2
% =e%sin y‘ =0 6_/2’ =—¢"sin y‘ =0
Ox (00) (0,0) oy (00) (0,0)

2
of =¢" cos y‘ =1
0Ox0y (00) (0,0)

exsiny=0+%[0~x+1'y]+%|:0~x2+2~1-xy+0-y2]+,.,

e'siny=y+xy+...
4.10 Puncte de extrem pentru o functie de mai multe variabile

Fie z = f(x,y) o functie definitd pe un domeniu D si fie M, (x,,»,)€ D punct

Definitie: Dacd 35 >0 astfel incat VAx,Ay cu |Ax| <& si |Ay| <5 sd aiba loc:

Af(xoayo):f(xo+Axayo+AJ’)_f(xoaYO)£o

atunci, M (x,,y,) este un maxim local pentru f (x,y).

Daca VAx,Ay cu |Ax|<5 si |Ay|<5 si are loc:

Af(xoayo):f(xo+Axayo+AJ’)_f(xoaYO)20



atunci, M, (x,,,) este un minim local pentru f (x,).

Exemple:
1) z=x>+y" are in O(0,0) punct de minim.

z=x’4y?

Figura 4.21

2) z=1-x"—y* arein 0(0,0) punct de maxim

e

Figura 4.22

Teorema 1: (Conditii necesare de extrem) Daca o functie z = f (x, y) are extrem intr-un

n . ... 0z . 0Oz .
punct M (xo, yo), atunci in acel punct fiecare derivata partiala P si . fie se anuleaza
X y

fie nu exista.



. . . . 0z . Oz g .
Definitii: Punctele in care derivatele partiale a sl ™ se anuleaza sau nu existd se
X V

numesc puncte critice pentru functia z = f(x,y).

R . .. 0Oz .0z - .
Punctele in care derivatele partiale P si ™ se anuleaza se numesc puncte stationare.
X y

Observatie: Teorema 1 ne dd numai conditii necesare de extrem. De exemplu,
z=x"—y" are derivatele partiale

oz

oz 0z
Oox

2x —
oy

_2y

care sunt nule in punctul 0(0,0), dar functia nu are extrem in origine.

z=x2-y?

Figura 4.23

Punctul O(0,0) este punct de minimax.

Teorema urmatoare furnizeaza conditii suficiente pentru extrem.

Teorema 2: Fie M (x,,y,) un punct stationar pentru functia z = f(x, ), adica

£i(%0,0)=0 17 (X9:,) =0



Presupunem ca pe o vecindtate a punctului M (x,,y,) functia f(x,y) are derivate

partiale continue pana la ordinul doi. Atunci:

i) Functia f(x,y) are un maxim in M (x,,) dacd in acest punct
determinantul:
D= S (x0=y0) x’; (xo»yo)

14

xy (xo,yo) I (xo,yo)

3

=/ (xo’yo)fy; (xo’yt))_fxlz (%0s%5) >0
si f1 (X0, 00)<0 si fin(x0,9,)<0
i) Functia f(x,y) are un minim in M (x,,,) daca in acest punct determinantul:
D = fx (%0 30) Sy (%0:90) = fi (%0:0) > 0
si S0 (%020)>0 st 1 (x02)>0
iii)Functia £ (x,y) nu are un extrem in M, (x,,y,) daca D<0.

Daca determinantul este nul, nu avem nici o concluzie.

Exemplu: Examinati pentru extrem functia:

z2=x"+2y"-2x+4y-6



Cap VII. Integrale multiple. Integrala dubla
7.1 Formularea problemei

Notiunea de integrald dubld apare la calcularea volumului unui corp cilindric.
Prin corp cilindric intelegem un corp marginit de planul xy , o suprafatd z = f (x, y) sio

suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa z.

Domeniul D din planul xy se numeste baza corpului cilindric. Aceastd baza este proiectia
ortogonald a suprafetei z = f(x,y) pe planul xy.

L

X D
Figura 7.1

Pentru a calcula volumul vom respecta doua principii:

e Dacd impartim corpul in mai multe parti, volumul sdu va fi egal cu suma
volumelor partilor (aditivitate).

e Volumul unui cilindru drept, marginit de planul z=const paralel cu planul xy
este egal cu aria bazei inmultitd cu inaltimea cilindrului.

In cele ce urmeaza presupunem ci domeniul D, baza corpului cilindric, are arie si este
marginit.

Fie z=f (x,y) ecuatia suprafetei care margineste corpul cilindric si fie f (x,y) 0
functie continua in toate punctele P(x, y) e D . Presupunem ca suprafata se afla deasupra

planului xy , adica f (x, y) >0 pe D. Notdm volumul corpului cilindric cu V.



Impértim baza D a corpului cilindric In #» domenii de forma arbitrard care nu se
intersecteaza si le vom numi domenii partiale.
Notam aceste domenii partiale cu D,,D,,...,D, siariile acestora cu AS,AS,,...,AS, .

Numim diametrul unui domeniu partial cantitatea:

diam D, = sup p(P,Q) (1)

P.QeD;

unde p(P,Q) este distanta dintre punctele P si Q. In cele ce urmeazi, notim cu d cel

mai mare dintre diametrele domeniilor partiale Dy ( £k =1,...,n ).

Prin frontiera fiecarui domeniu partial vom construi o suprafatd cilindricd cu
generatoarele paralele cu axa z. Astfel, corpul cilindric va fi impartit in » corpuri
cilindrice partiale.

f(P, )

77/
/S e S
LSSk kS L

R e S —

Figura 7.2

Vom 1inlocui al k-lea corp cilindric partial cu un cilindru drept cu aceeasi baza si cu
inaltimea egald cu coordonata z a unui punct oarecare de pe suprafata z = f (x, y) ce

urmeaza sa fie inlocuita (vezi figura).

Volumul unui astfel de cilindru este:
AV, = f(B)AS, ®)

unde punctul P, (x,,y, )€ D, si AS, este aria lui Dy.



Dupa ce supunem toate corpurile cilindrice partiale la aceasta procedurd, vom obtine un
corp in trepte, a carui volum este:

V,=2.f(R)AS, €)

k=1

Observatie: Volumul V, aproximeaza volumul V" al corpului cilindric initial cu o precizie
cu atat mai bund cu cat sunt mai mici dimensiunile bazelor corpurilor cilindrice partiale
D.

Prin definitie, presupunem cad J este limita la care tinde volumul (3) al corpului
in trepte pentru n — oo, atunci cand cel mai mare diametru d al domeniilor partiale Dy
tinde la zero. Aceasta limita ar trebui s nu depinda de modul in care domeniul D a fost
impartit in domenii partiale Dy si de modul de alegere al punctelor Py din D;.

Suma (3) se numeste suma integrala pentru functia f (x, y) pe domeniul D

pentru o diviziune datd a lui D In n domenii partiale si pentru o selectie datd a punctelor
B, (x,,y,)€ D, . Facem pe n — o, si deci pe d — 0. Suma (3) se va modifica.

Definitie: Daca existd limita sumelor integrale
o= f(B)AS, 4)
k=1

pentru d — 0 astfel incat aceasta sa nu depindad nici de diviziunea lui D in domenii
partiale, nici de alegerea punctelor Px din Dy , atunci aceasta se numeste integrala dubla a

lui f (P) sau f (x, y) pe domeniul D si se noteaza

ij(P)dS=lim§f(a)ASk 5)

d—0
D -

Spunem ca functia f (x, y) este integrabild pe domeniul D.

Dacad ne intoarcem la definitia volumului corpului cilindric, putem concluziona ca
volumul corpului cilindric marginit de planul xy , de suprafata z = f (x, y) , f (x, y) >0
si de o suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa z, este determinat de integrala
dubld a lui f(x,y) pe domeniul D, care este baza corpului cilindric:

V= J.J.f(P)dS sau V= J..[f(x,y)dxdy (6)



Aici dxdy este elementul de suprafata in coordonate carteziene.

Observatie: Daci f(P)<0 pe D, atunci V = —J:[f(P

Daca f (P) ia valori pozitive si negative pe D , atunci integrala ” f dS
D
este suma algebricd a volumelor acelor parti ale corpului care se afld deasupra planului xy
(cu semnul plus) si acelor parti care se afld sub planul xy (cu semnul minus).

Remarca: Conditia ca f (x, y) sd fie marginitd pe D nu este suficientd pentru ca functia
sa fie integrabila.

Exemplu: Consideram functia f(x,y) definitdi pe patratul D={0<x<1,0<y<1}
astfel:
1, daca x,y€Q

1)1

in rest
Aceasta functie este marginitd dar nu este integrabila.

Teorema 1: O functie f (x,y) continud pe un domeniu marginit si inchis D, este

integrabila pe acest domeniu.

Aceasta cerintd de continuitate este destul de restrictiva.

Teorema 2: Daca o functie f (x, y) este marginitd pe un domeniu marginit si Inchis D si

este continud pe D cu exceptia unor multimi cu arie nula (ex: o curbd), atunci functia este
integrabila pe acest domeniu.

7.2 Proprietdtile integralei duble

e Liniaritate Daca f(P) s go(P) sunt integrabile pe D si «,f R, atunci
af (P)+ B (P) este si ea integrabila pe D si are loc

ﬂaf )+ Bo(P))dS = aﬂf dS+ﬂHgo (7)

e Daca f(P) si ¢(P) sunt integrabile pe D si daci are loc f(P)<¢(P) pe D,
atunci:



[[r(P)as<|[p(P)ds (8)

D

Adica, inegalitatile pot fi integrate termen cu termen.

”f(P)dS

D

< H £ (P)ds (9)

D

Aria unei regiuni plane Aria domeniului D este egald cu integrala dubla pe acest
domeniu a functiei constante egald cu unu.

Intr-adevir, suma integrala pentru f (P) =1 pe D are forma:

azzn:LASk
k=1

Si, pentru orice diviziune a lui D in D, este egald cu aria S. Dar, cum limita
acestei sume este integrala dubla,

Sz_UdS (10)

D

e FEstimarea integralei Fie f(P) o functie continud pe un domeniu marginit si

inchis D . Fie M si m cea mai mare §i respectiv cea mai mica valoare a lui f (P)

pe D. Daca § este aria domeniului D, atunci

mssjjf(P)dSsMS (11)

e Aditivitate Daca o functie f(P) este integrabila pe domeniul D si daca

D=D,uUD,, D,ND, =¢, atunci f(P) este integrabild pe fiecare domeniu D; si

D; si are loc

[[r(p)as =[] r(P)ds+[[ r(P)ds (12)

Teorema de medie: Dacd o functie f (P) este continud pe un domeniu marginit si

inchis D, atunci exista cel putin un punct P, € D astfel incat

ﬂf P)ds=f(P,)-S (13)



unde S este aria lui D.

7=1(x.y)

1

sy

m D

Figura 7.3

7.3 Integrala dublai ca o succesiune de integrale simple

I. Cazul domeniului dreptunghi.

Fie domeniul D un dreptunghi inchis

7r={(x,y)|a£x£b,c£y£d}
Presupunem functia z = f (x, y) continud pe domeniul 7. Integrala dubla:

ﬂf(x,y)dxdy

poate fi interpretatd ca volumul corpului cilindric cu baza 7, marginit superior de
suprafata z = f(x,y).

Consideram corpul cilindric cu generatoarele paralele cu axa Oz si suprafata
superioard definita de functia z = f(x,y):



=f(x.y)
T

O
S R i //// ‘B < x=a Y
I b
LS V=c Y=Y, y=d

Figura 7.4

Planul y =y,, perpendicular pe axa y , taie corpul cilindric dupa o sectiune ABB, 4
marginitd superior de curba A4 B,, definita de ecuatia z= f (x, yo). Aria acestei sectiuni

este
b

[ 7 (3, ) (14)

a

Integrarea se face in raport cu x, iar y este constant y =y, .
Consideram functia de argument y:

S(y):jf(x,y)dx (15)

care ne da aria sectiunii in corpul cilindric dependenta de pozitia planului secant.
Volumul corpului cilindric poate fi calculat

v={S(y)dy (16)

sau poate fi exprimat ca o integrald dubla a lui f (x, y) pe dreptunghiul 7 :



”f(x,y)dxdy:jS(y)dysz‘f(x,y)dx]dy

Sau alta scriere:

ﬂf(x,y)dxdy=J'dyj.f(x,y)dx (17)

Volumul corpului cilindric poate fi calculat si cu ajutorul sectiunilor determinate de
planele x = x,

[[ £ (e y)dxdy = [dx[ £ (x,y)dy (18)

Relatiile (17) si (18) contin doua integrale simple succesive.

Observatie: Ordinea de integrare nu conteaza.

Exemplu:
Calculati integrala dubld a lui z = x” + y* pe domeniul 7 = {(x,y)|0 <x<L0<y< 1}

Figura 7.5

1

[ )= -

0

r= 1 3
dx = J(x2 +ljdx :(x——i-ij
0 3 3 3

Vi




II. Cazul unui domeniu arbitrar

Consideram un domeniu de integrare D, marginit si inchis, de forma arbitrara, n
planul xy. Mai mult, presupunem ca domeniul D indeplineste urmatoarea conditie: oricare

dreaptd x=ct (a <x< b) , paraleld cu axa Oy intersecteaza frontiera lui D in nu mai

mult de doud puncte sau dupa un segment.

|
x=ct I

Figura 7.6

Domeniul oarecare D se poate incadra in dreptunghiul:

ﬁ:{(x,y)|anSb,cSysd}

Segmentul [a,b] este proiectia ortogonald a domeniului D pe axa Ox, iar segmentul

[¢,d] este proiectia ortogonala a domeniului D pe axa Oy.

Pentru analiza care urmeaza, consideram un domeniu si mai simplu:

x=ct
Figura 7.7



Punctele 4 si C mpart frontiera lui D 1n curbele ABC si AEC. O dreaptd arbitrara,
paralela cu axa Oy, intersecteazd curbele ABC si AEC in nu mai mult de un punct. Atunci
ecuatiile care definesc aceste curbe pot fi scrise intr-o forma rezolvata in y:

(4ABC):y=¢,(x)
(AEC):y=¢,(x), xe[a,b]

Consideram un corp cilindric a cdrui baza este domeniul analizat mai sus.
Suprafata superioard a corpului cilindric o consideram definitd de ecuatia z= f (x, y).

Sectionam corpul cu un plan x =ct, (a <x< b). Sectiunea rezultata notata POMN, are
aria datd de integrala functiei f (x, y) privitd ca o functie de o singurd variabild y.
Variabila y ia valori de la ordonata ¢ (x) a punctului P pand la ordonata ¢,(x) a

punctului Q.

Figura 7.8

Punctul P este punctul de intrare In domeniul D al dreptei x =c¢ din planul xy,

iar Q este punctul de iesire din domeniul D. In consecinta, integrala
?5(x)

I f(x,y)dy:S(x)

o(x)



furnizeazd o expresie pentru aria sectiunii plane a corpului cilindric. Aceasta este o
functie de pozitia planului secant x =ct. Volumul corpului va fi egal cu integrala acestei

expresii in raport cu x pe domeniul [a, b]

b ¢(x)
JI7(x.y)dxdy =fax [ f(x.y)dy (19)
D a o (x)
Caz particular: Aria S a domeniului D
b ox)
S = jj dxdy = j dx j dy (20)
D a o(x)

Consideram acum situatia in care o dreapta y=ct, ye[c,d] intersecteaza

frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte P, Q cu abscisele x=y,(y), x=w,(»)

sau dupa un segment MN.

!

Figura 7.9

Argumente similare ne conduc la formula:
d vy
[[ £ (e.y)dxdy=[dy [ f(xy)dx 21
D e w(»)

care reduce si ea, calculul integralei duble la o succesiune de integrale simple.

Exemplu: Calculati integrala dubld a functiei f(x,y)=2x—y+3 pe domeniul D

mirginitde y=x si y=x".



0.5+

D
4 =t
I:I i 4 i i I i i i 4 i i I K
n ] 10 15 =
——y= 7=
Figura 7.10

Dreapta y =x si parabola y=x" se intersecteaza in punctele 0(0,0) si M (1,1). Astfel,
x variazd de la 0 la I si ¢ (x)=x" §i ¢,(x)=x. Cum orice dreaptd x=ct (0<x<1)

intersecteaza frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte, putem aplica formula (19).

H(zx_y+3)dxa’y:j‘dei(2x—y+3)dy:

D 0 x

y=x 1 2 4
dxzj. 2)62—x—+3x—2x3+x——3x2 dx =
2 2

(2xy——+3y]

o'—.»—

S
(=]

Putem utiliza si formula (21):

[[(2x=y+3)dsdy = [y (25 y+3) s =

D

=
dy=[(y=yly+3Jy -y 41" =3y)dy =

0

i(z——yxwx]

xX=y



3 5
1 5 s
:_([(3\/;—2y—y3/2)dy: 3y—2—2y7—ﬁ :%

Exemplu:
Calculati volumul corpului mirginit de suprafata z=1-4x" — " si de planul xy.

142

Figura 7.11

Paraboloidul eliptic z=1-4x" -y’ se intersecteazi cu planul xy de ecuatie z =0

de-a lungul curbei:

L: :
x|, (zj .
1 1
2
Aceasta curba este o elipsa cu semiaxele: a =% sib=1.

Vezi curs :-)



7.4 Schimbarea de variabile in integrala dubla

Coordonate curbilinii Presupunem ca pe domeniul D, din planul uv, sunt definite doua
functii:

x=¢(u,v)
{y =y (u,v) 22

continue si cu derivate partiale continue.
Cu functiile (22), fiecarui punct M (u,v)e D" ii corespunde un punct M (x,y) in planul

xy, si multimii D", 1i corespunde o multime D de puncte in planul xy.

|
|
I
u 0 1 bl by

Figura 7.12

Spunem ca functiile (22) transforma multimea D" in D. Presupunem ca la puncte (u,v)

diferite, le corespund puncte (x, y) diferite. Acest lucru este echivalent cu a spune ca

functiile (22) sunt rezolvabile in mod unic in u §i v:

{” =g(x) 23)

In acest caz, are loc o transformare unu-la-unu a domeniilor D si D*. Atunci, orice curba
continud L' < D" se va transforma intr-o curba continud L < D.

Daca functiile g(x, y) s h(x, y) sunt continue, atunci orice curba continud L — D se va

transforma intr-o curba continua L' — D*.



Definitie: Deoarece cu o pereche de numere (u,,v,) datd pentru variabilele u si v din
D", putem determina in mod unic, nu numai pozitia punctului M (uo, vo) din D, dar si
pozitia punctului corespunzator M (x,,y,) din D intrucat x, =@ (uy,v, ), vy =¥ (t5.v,)

putem considera numerele u si v ca fiind noi coordonate ale lui M in planul xy. Acestea se
numesc coordonate curbilinii ale punctului M.

Multimea de puncte din D astfel incat una dintre coordonate sa ramana
constantd se numeste /inie de coordonate. Considerdm in (22) v =v, si obtinem ecuatiile

parametrice ale liniei de coordonate:

{x:go(u,vo) (24)
y=y ()

Aici, variabila u apare ca un parametru.
Daca dam lui v diverse valori posibile, vom obtine o familie de linii de coordonate v = ct
in planul xy. In mod similar putem obtine o familie de linii de coordonate u =ct.

Daca corespondenta dintre D* si D este unu-la-unu, atunci liniile de coordonate ale unei
familii nu se intersecteaza, si prin orice punct a lui D trece o singura linie din fiecare
familie.

Observatie: Reteaua liniilor de coordonate curbilinii din planul xy este o reprezentare a
retelei dreptunghiulare din planul uv.

Elementul de arie in coordonate curbilinii. Jacobianul.
Intr-un domeniu D" din planul uv consideram un mic dreptunghi PP, PP, cu laturile
paralele cu axele u si v si avand lungimile Au i Av respectiv.

id

Figura 7.13

AS™ = AuAv



Presupunem ca Au >0 si Av>0.
Dreptungiul PP/ P P, se transforma cu functiile

{xz(p(u,v)

y=y (1)

in patrulaterul curbiliniu AP,PP, din D. Daca punctele B i=1,2,3,4 au coordonatele

Pl*(u,v), Pz*(u+Au,v), P;(quAu,erAv), Rf(u,v+Av)

(25)

atunci, prin transformarile (1) punctele corespunzatoare acestora, vor avea coordonatele:

B (¢(u,v),1//(u,v)), P, (¢(u +Au,v),l//(u +Au,v)) ,

fg((p(u+Au,v+Av),l//(u+Au,v+Av)), ﬂ(¢(u,v+Av),w(u,v+Av)) (26)

Utilizam formula Taylor pentru o functie de doud variabile §i pastram doar
termenii de prim ordin in Au si Av. Determindm astfel, aproximativ, coordonatele

punctelor B,P,P, siP,.

£y = () + L

ox

Ax+ g
(xo’J’o) ay

Astfel,

R (p,y) valori exacte

P, ¢>+a—¢)Au, t//+6—WAuj
ou ou
P, (o+a—¢Au+a—(pAv, 1//+a—l//Au+a—l//Av
ou ov ou ov
P, ¢+6—¢Av, 1//+6—WAv]
ov ov

27)

unde @, y si toate derivatele acestora sunt calculate in punctul (u,v). Cu coordonatele

aproximative (4), patrulaterul P.P,P,P, este paralelogram. Intr-adevar,

PP =PP =" A7+ puj
ou ou



Putem exprima, aproximativ, aria AS a patrulaterului £ P, PP, prin marimea produsului

. - - .
vectorial PP,x PP, , adica

i iR
S =|PPx PP =% pu Yonu 0
ou ou
99, WA, o
ov ov
N I [
=k AulAv ou  Ou = AuAv ou  Ou
%9 oy %9 oy
ov Ov ov  Ov

Definitie: Determinantul:

op(u,v) oy (u,v)
ou ou
J= 28
op(u,v) oy (u,v) (25)
ov ov

se numeste determinant functional al functiilor (0(u,v) sl 1//(u,v) sau Jacobian.
AS ~|J| AuAv (29)

Si reprezinta elementul de arie in coordonate curbilinii. Deoarece

AS™ = AuAv
AS
~|J]

~ 30
AS (30)

Aceastd ultima relatie este aproximativa. La limita, totusi, cdnd diametrele elementelor
AS” si AS tind la zero, aceasta devine exacta, adica

| (u.v)| = lim A5 31)

diamAS* -0 AS'™



Valoarea absoluta a Jacobianului este un fel de coeficient local de extensie a domeniului
D" cand este transformat in D cu functiile (22).

Schimbarea de variabile in integrala dubla.
Presupunem cd doud functii continue cu derivate partiale continue

x=¢(u,v)
{y =y (u,v) G2

efectueazd o transformare wnu-la-unu a domeniului D° in D. Consideram ca pe
multimea D din planul xy este definitd o functie continud z = f (x, y). Iar pe D" este

definitd functia z = F (u,v) astfel incat:

F(u,v) = f[(p(u,v),l//(u,v):' (33)

Consideram sumele integrale pentru functia z pe D si D*. Si, uzand de faptul ca sumele
integrale se stabilesc Intr-o manierd arbitrard, le vom forma astfel incat ele sa contina

valori egale ale functiei pe D si D*.

> f(xy)AS ~ ZF(u,v)|J|AS* (34)

D

unde AS ~|J|AS" si J(u,v) este Jacobianul functiilor ¢(u,v) si y (u,v). Trecem la
limita in relatia (34) astfel incat cel mai mare diametru d” al domeniilor partiale D, sa
tinda la zero. Atunci,

1) = [[ il )5

Sau
ij f(x, y)dxdy=g FLo(uv).w (uv) || (u,v)|dudv— (35)
unde
o ox
=2t o (36)

ou Ov



Formula (35) se numeste formula Ostrogradsky sau transformarea de coordonate in
integrala dubla.

Observatie: Atunci cand d* — 0 si cel mai mare diametru d al domeniilor partiale din D
va tinde si el la zero, deoarece transformarea (32) este continua.

Conditia J #0 presupune ca transformarea realizata de functiile x=g0(u,v) si

y =y (u,v) si fie o transformare unu-la-unu locala.

Teorema: Pentru a transforma o integrald dubla definitd in coordonate carteziene, intr-o
integrald dubla in coordonate curbilinii, trebuie sd inlocuim in functia f (x, y) variabilele

x siycu @(u,v) si w(u,v), respectiv, si elementul de arie dxdy cu expresia sa in
dudv .

coordonate curbilinii dxdy = |J

Exemplu:
Determinati aria figurii mirginite de hiperbolele xy=a’, xy=»b", unde x>0, y >0,
O<a<b sidedreptele y=ax, y=px cu O<a<pf.

D*

Figura 7.14

Determinarea ariei domeniului D se reduce la calcularea integralei duble:
” dxdy
D

Calcularea directa a acestei integrale este dificild. Din acest motiv, folosim coordonate
curbilinii u si v astfel:



Yo,
X

Xy=u si

Alegerea este motivata de ipotezele: a> <u<b* si @ <v< . In planul uv domeniul va fi

un dreptunghi:
D’ :{(u,v)‘cf <usbhb,a SvSﬂ}

Exprimdm coordonatele x si y in functie de u i v. Atunci,

XZJE y =i
\%

o o [
J:au 8v=2\/; 2vlv =L

¥ oW | Nu | 2
ou Ov 2\/; 2\/;

Cu formula (35) Ostrogradsky, obtinem pentru f (x,y)=1:

v fay
S:dexdy:jI|J|dudv=Idu ;zu
D D" a?

a

" Ly :l(b2 —az)lnﬁ
“ 2 2 a

Integrala dubla in coordonate polare

O integrala dubla este frecvent simplificata printr-o schimbare a coordonatelor
carteziene x si y in coordonate polare 7 i ¢ cu formulele:

{x B FC?S(/) unde r €[0,+0), @e[0,27) 37)
y=rsing
b
> Play)
P x
O

Figura 7.15



Jacobianul transformarii este:

a or
or O@| |[cosp —rsing 5 .

J= = =rcos  @+rsin - p=r
Oy Jy| [sing rcosgp
or 0@

Considerand |J | =r , putem scrie elementul de arie in coordonate polare:

ds = rdrde (38)

Mai mult, formula de trecere a integralei duble din coordonate carteziene x si y
in coordonate polare 7 si ¢ este:

[[ £ (. y)dxdy = [[ £ (rcos p,rsin @) rdrde (39)

Elementul de arie in coordonate polare pote fi obtinut i din argumente geometrice:

¥
@+ Ap= 1t
rtAr=ct
C
F=ct p=ct
A5 ‘*”
D
A_I
| PTAP
ik .
2
Figura 7.16

AS =aria ODC —aria OAB
l 2 1 2 1 2
=E(r+Ar) Ago—Er A(perrA(p+5(Ar) Ap

Renuntand la al doilea termen, vom obtine:

AS =rArAp = dS =rdrde



Rezumat: Pentru a transforma o integrald dubld definitd in coordonate carteziene intr-o
integrala dubld in coordonate polare, trebuie sa inlocuim argumentele functiei x i y cu
rcos@ $i rsing respectiv, si sd inlocuim elementul de arie in coordonate carteziene dxdy

cu elementul de arie in coordonate polare rdrde .

Calcularea integralei duble in coordonate polare ca o succesiune de integrale simple

L Originea sistemului de coordonate O se afla in exteriorul domeniului de integrare
D.

Fie domeniul D astfel incat orice vector radial cu originea in O, adica o linie de

coordonate ¢ = ct, sa intersecteze frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte sau dupa

un segment (C si £ in figura 7.17). Notdm valorile extreme ale unghiului polar cu ¢, si
@, . Se observa cd unghiul ¢ ia valori in intervalul [¢,¢,] pentru domeniul D din figura.
Valorile ¢, 51 ¢, vor fi limite de integrare. Vectorul radial ¢ = ¢, trece prin punctul 4 al
frontierei domeniului D, iar vectorul radial ¢ = ¢, trece prin punctul B.

P=9,

?“=1’2ffP} /f;ﬂ=ci
9‘7'=f;=‘?j
.. X

Figura 7.17

Punctele 4 si B impart frontiera lui D in partile ACB si AEB. Ecuatiile acestora in
variabile polare sunt r =v, (@) si r=v, () respectiv, unde v,(¢) si v,(¢) sunt functii



univoce, continue care satisfac conditia v, (¢)<v,(¢), Yo €[¢,,p,]. Functiile v, (¢) si

v, (@) vor fi limite de integrare:

) v:(9)
J..[F(r,(o)rdrd(p :(].d¢ ij F(r,@)rdr (40)
D 2] (o)

Caz particular:
Aria S a domeniului de integrare D se poate calcula considerand F (r,(p) =1:

1
§=[do | rar=_][vi(p)-v(0)]do (41)
o vle) @
II. Originea sistemului de coordonate O se afla in interiorul domeniului de integrare

D.
Fie domeniul D un domeniu stelar, astfel Incat orice vector radial cu originea in O, adica
o linie de coordonate ¢ =ct, sd intersecteze frontiera lui D intr-un punct sau dupa un

segment. Fie r =v ((/)) ecuatia frontierei domeniului in coordonate polare. Atunci:

2z V((/’)
”F(r,(o)rdm’(p = Id(p I F(r,(p)rdr (42)
D 0 0
o =rct
r=Vv(®)
¥
2
Figura 7.18

Exemplu:
Calculati integrala:

L= dxdy

1



Unde D= {(x, y)‘x2 +y"<1,x>0,y> 0} este un sfert din cercul unitate, adicd primul

cadran.
Trecem la coordonate polare:
X=rcose y=rsing

Atunci domeniul de integrare va fi un dreptunghi:

D’ ={(r,go)\0s;f31,03gosf}

2
¥ P
11 ) -
|
+*
D 2E
|
' ] X d ; r
Figura 7.19

rdrd g ”J/~2 d(/Jj rdr
0 0

1

= (o|g/2 Al+72




7.5 Aria unei suprafete. Integrale de suprafata

Calcularea ariei unei suprafete. Consideram o suprafatd m care are proiectia pe planul
xy domeniul D. Aceasta suprafatd este descrisd de ecuatia z = f (x, y) )

Vom presupune suprafata neteda, adica pe D functia f (x, y) este continua si are derivate
partiale continue f’ (x,y) si fy' (x,y).
Incepem prin a defini aria unei suprafete. Impartim domeniul D, proiectia

suprafetei pe planul xy, in domenii partiale D;, D, ..., D,. Aceste domenii partiale nu au
puncte interioare comune si au ariile AS,, AS,, ..., AS,, respectiv. Fie d cel mai mare

diametru al domeniilor partiale D,, k=1,2,...,n. in fiecare D, , alegem 1n mod arbitrar

un punct P, (&,,7,). Acestui punct ii corespunde un punct M, (&,,7,,¢, ) pe suprafata n
unde ¢, = f(&.7,) -

Figura 7.20

Construim un plan tangent la suprafata © in punctul M;. Ecuatia acestui plan este:

Z_é/k:f;c'(gk’nk)(x_egk)—l—f:v'(é:k’nk)(y_nk) 43)



Prin frontiera domeniului partial Dy construim o suprafata cilindricd cu generatoarele
paralele cu axa z. Aceastd suprafatd va intersecta planul tangent in M; dupd drumul 7z
care va fi frontiera unei suprafete cu aria Ao, . Drumul 7 se proiecteaza pe planul xy in

frontiera domeniului partial D;. Supunem toate domeniile partiale Dy la aceeasi procedura
si consideram suma:

Y Ao, (44)
k=1
Definitie: Daca suma (44) are limita pentru d — 0, adica

limY Ao, =S (45)
k=1

d—0

atunci S se numeste aria suprafetei m. Aici d este cel mai mare dintre diametrele
domeniilor partiale D,, k=12,...,n.

Vrem sa gasim o formuld pentru a calcula aria unei suprafete.

Se stie ca aria proiectiei unei figuri plane pe un plan este egala cu produsul dintre aria
figurii care se proiecteaza si cosinusul unghiului ascutit dintre planul de proiectie si
planul in care se afla figura. Notdm cu y, unghiul dintre planul tangent la suprafata © in

M si planul xy.

plan tangent la =

Figura 7.21

AS, =Ao,|cosy,| (46)



AS,

"~ Joos 7|

Ao,

(47)

Unghiul y, este si unghiul dintre axa z i normala la planul tangent la suprafata © in

My. Vom nota normala la planul tangent la suprafata n in M, :

T, =ﬂf!(§k’nk);+fy'(§k’77k)j_]€

Si vectorul unitate pe axa z:

S
Il
=

cos 7| = ‘(Ijl’nz )‘ = :
|n1 n

|q2| \/1"'[]():!(‘51{5771{)}2+|:fy,(§k’77k)J

2

2

ZA@ :Z 1+[fx'(§k,77k)T +[fy'(§k,77k)} AS,

Prin ipotezd f, (x,y) si f, (x,») sunt continue pe D, si atunci functia:

2

\/l + [f (x,y)T + [fy' (W)}

este integrabild pe D. Pentru d — 0 suma (3.51) are limita finita:

2

giggmk =ij\/1+[fx’ (x,y)T + £, (ny) | as

Cu relatia (45) care defineste aria S a suprafetei 7, obtinem:

Y (e)
S:H 1+(—Z] + £ dxdy
i Oox oy

unde D,, este proiectia suprafetei © pe planul xy.

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(33)



Definitie: Expresia

oz (ezY
do=,1+| — | +| — | dxdy (54)
ox oy

se numeste element de suprafata.

Daca proiectia suprafetei © se face pe planul xz, atunci obtinem:

S= ﬂ \/H(%J +(%j dxdz (55)

unde D, este proiectia suprafetei © pe planul xz.
Daca proiectia suprafetei © se face pe planul yz, atunci obtinem:

S:H\/M(g—;j +(‘2—’ch dydz (56)

unde D, este proiectia suprafetei © pe planul yz.

Exemplu:
Determinati aria suprafetei unei sfere cu raza R, centrul in originea sistemului de

coordonate si ecuatie x* +y° +z> = R”.

Figura 7.22

Ecuatia semisferei superioare este:

z=+R* =52 —)?



Domeniul de integrare este discul circular x* + y* < R*
dxdy

SZZHL
5 /Rz_xz_yz

Datorita simetriei, transformam integrala in coordonate polare:

X =rcos¢e y=rsing J=r
R
rdrdp rdr NS K _ 2
S = ZRJ'I _2Rjd¢j—m_4;rR( JR: ¢ )0 = 47R
Formule utile:
e Elementul de suprafata al suprafetei cilindrice cu raza R este:
do=Rdpdz (57)
¢ FElementul de suprafata al suprafetei sferice cu raza R este:
do=R’sinf d0 do (58)

Folosind formula (58) pentru elementul de suprafatd al unei suprafete sferice, putem
calcula aria sferei:

2 /2

2
S = 2J.J-R2s1n49d9d¢) 2R2J.d(p-|.sm9d9 2R*27(—cos6) é =47 R’



Integrala de suprafata

Consideram o functie continua f (M ) definiti pe o suprafati netedd m. Impartim
suprafata m in suprafetele partiale 7,, 7,, ..., 7, cu ariile Ao,, Aoc,, ..., Ao,

respectiv. In fiecare suprafatd partiald considerdm cate un punct arbitrar M,, M,, ...,

M, si construim suma

n

o= f(M,)Ac, (59)

k=1

suma ce o numim sumd integrald pentru f (M) pe suprafata 7.

Definitie: Daca cel mai mare diametru d al suprafetelor partiale 7, tinde la zero si suma
(59) are limita finita independenta de modul de impartire al lui © in suprafete partiale si
de alegerea punctelor M, , atunci aceastd limitd se numeste integrala lui f (M ) pe

suprafata © (integrala de suprafatd de primul tip) si se noteaza:

Hf(M)dO' sau Hf(x,y,z)a’a:}lig(}zn:f(Mk)Aak (60)

Observatie: Proprietatile integralei duble raman valabile si la integrala de suprafata.

Teoremi: Daca 7 este o suprafatd neteda definita de ecuatia z=¢(x,y) si ¢(x,y) are
derivate partiale continue pe domeniul D marginit si inchis §i dacd f (x, y,z) este o

functie continud definitd pe m, atunci are loc:

Hf(x,y,z)da = Hf(x,y,(p(x,y))\/l+(g0x' )2 +(g0y' )dedy (61)

Integrala de suprafatd din stdnga existd daca existd integrala dubld din dreapta. D este
proiectia suprafetei  pe planul xy.
Observatie: Integrala J‘J. u#(P)do, cu u(P)=0 pe m poate fi interpretatd ca masa m a

stratului reprezentat de suprafata m, pe care masa este distribuitd cu densitatea de
suprafatd u = y(P).



Exemplu:
Determinati masa stratului parabolic:

Z=%(X2+y2) 0<z<1

a carui densitate variaza In acord cu functia y=z.

z

R 2

D

Figura 7.23

m=[[u(P)do = jk\/n(%]z +(%j2dxdy

T

:%g(xz+y2)mdxa'y Z%J;.[rzmrdrd(ﬁ
1272 2
== [do] P+ dr
0 0

t=1+7" r=At" -1
dr = !
Vit -1

dt

NG
— dtzﬂ!(tz ~1)Pdt=r

N
:%27[_[ (\/12 —1)31
1

5 35 3 15 15] 15

5

5 3

ot

3

:,,Lﬂ_ﬁ_gi},{@g]_2_77(6@1)

|

1



Exerecitii:

. . . e e qe X z « A
1. Determinati aria unei parti din planul T+ 21221 care se afla intre planele de

a b c
coordonate.

R: %\/azb2 +b°c? +a’c?

2. Calculati aria paraboloidului x”+ y* =2az care se aftd in interiorul cilindrului
X’ +y=3a’.
R0
3

3. Calculati integrala de suprafatd H xyz dounde m este o parte a planului

/4

x+y+z=1 care se afla intre planele de coordonate.

B3

R:—
120

Vezi © seminar
7.6 Integrale triple

Formularea problemei

Presupunem cid un corp material ocupid o regiune tridimensionali Qc K. Mai
presupunem ca in fiecare punct al corpului cunoastem densitatea acestuia

p=u(P)=pu(x,y,z) (62)

Ne propunem sa determindm masa corpului. In acest scop, Tmpartim regiunea Q 1in
regiuni partiale Q , Q,, ..., Q cu volumele AV, AV,, ..., AV, respectiv. In fiecare

Q, alegem un punct arbitrar F,. Presupunem cd densitatea corpului este aproximativ
constantd in interiorul unei regiuni partiale €, , si este egald cu ,u(Pk) Masa Am, a

regiunii partiale Q, este
Am, = u(P)AV, (63)

Masa intregului corp va fi:



m=2 u(F)AV, (64)

Fie d cel mai mare dintre diametrele regiunilor partiale €, , k=1,...,n. Daca suma (64)

are limita finitd pentru d — 0, limita care sa fie independenta de modul de Tmpartire a lui
Q) in regiuni partiale si de alegerea punctelor P, € €2, , atunci aceastd limitd o consideram

a fi masa corpului.
m=1lm" u(R)AV, (65)

Pe de alta parte, aceasta limita este cunoscutd ca fiind integrala tripla a functiei ,u(P) pe

domeniul Q, si se noteaza
ﬂjy dV—hmZy AV, (66)

Atunci
m= J-J"[,u dV Jﬂy X, Y,z )dxdydz (67)

Aici dxdydz este un element de volum dV in coordonate cartezienee.

Definitia formala a integralei triple Consideram o functie marginitd f (P) definita pe
un domeniu inchis Q. Impirtim Q in # regiuni partiale Q,, Q,, ..., Q, si notim cu
AV,, AV,, ..., AV, , respectiv volumele acestora. In fiecare Q, alegem un punct arbitrar

P, (x,, ¥,z ). Construim suma integrald

o= f(R)AV, (68)

Fie d cel mai mare dintre diametrele regiunilor partiale Q, , k=1,...,n.

Definitie: Daca pentru d — 0 suma integrald (68) are limita independentd de modul de
impartire a lui Q in regiuni partiale si de alegerea punctelor P, €, , atunci aceastd

limita se numeste integrald tripld a functiei f'(x,y,z) pe Q si se noteaza

Jyf(x,y,z)dV sau Jyf(P)dV



Functia f'(x,y,z) se numeste integrabild pe Q. Prin definitie avem:

J.J-J.f(x’y’z)dV:}}g}gf(xkaykazk)AVk (69)

Teorema: Dacda o functie f (x, y,z) este continua pe un domeniu inchis Q, atunci
aceasta este integrabila pe Q.
Proprietatile integralei triple

Fie functiile f'(P) si ¢(P) integrabile pe domeniul Q.

1. Liniaritate

fg(af(f’)+ﬁ¢ ))dv = amf dV+ﬂm¢ (70)

unde a, B sunt constante arbitrare.
2. Monotonie Daca f(P) < (/)(P) pe Q, atunci

s pyav <[ffo(r n

3. Calcularea volumului Daca f(P) =1 pe Q, atunci
j j dv =V (72)
Q

unde V este volumul lui Q.
4. Estimarea integralei Daca o functie f(P) este continud pe un domeniu Q inchis

si M si m sunt valorile sale maxima si minima, atunci
mV<mf P)dV <MV (73)
5. Aditivitate Dacd Q=Q, UQ,, si cele doud multimi nu au puncte interioare

comune, iar f (P) este integrabila pe €, atunci f (P) este integrabila pe fiecare
Q, 51 Q, si

JJj s (pyav mf dV*[{If(P)dV (74)



Teorema de medie: Daca o functie f (P) este continua pe un domeniu inchis 2, atunci

existd un punct P, € Q) astfel incét
j [[r(Pyav=r(p,)v (75)

unde V este volumul lui Q.



7.7 Calcularea integralei triple in coordonate carteziene

Ca si in cazul integralei duble, problema se reduce la a scrie integrala ca o
succesiune de integrale simple.

Presupunem ca f (X,Y,2) este o functie continua pe un domeniu Qc K.
e Consideram domeniul Q un paralelipiped dreptunghic.

Q:{(x,y,z), a<x<bh, c<y<d, ISZSm}

Proiectia lui Q pe planul yz este dreptunghiul:

R:{(y,z), c<y<d, ISng}

Z
- d -
- -
s L R
/’
Q - O
- T -~
_,r'/-
O
y
X
Figura 7.27
Atunci, vom avea:
b
'm f(xy,z)dVv :Idxﬂ f(x,y,z)ds (76)
Q a R

Substituind integrala dubla cu o succesiune de integrale simple, obtinem:



Iﬂf(x,y,z)dv :j!dxj'dy]:‘f(x,y,z)dz (77)

Deci, dacd domeniul Q este un paralelipiped dreptunghic, putem reduce integrala
tripla la trei integrale simple.

Formula (77) poate fi rescrisa astfel:

(g = [ Fr .oy vy oo

unde D= {(X, y), a<x<b, c<y< d} este un dreptunghi in planul xy. Acest

dreptunghi este proiectia ortogonala a paralelipipedului Q pe planul xy.

Exemplu:
Calculati:
J.J-J.(xyz +x)dxdydz,  Q=[0,1]x[0,1]x[0,1]
Q
1 1 1
Hj(xyz +x) dxdydz = jdxjdyj(xyz +x)dz
Q 0 0 0
o2 [t xy ¢ xy? 1 o5 st s
:E[dxﬂxy?+xzo}dy:l.dxz[(—+xjdy:£[7+xy] dx:I(ijdx:170:§

¢ Considerdm domeniul Q astfel Incat o suprafatd S care margineste domeniul QQ
este intersectatd de orice dreapta paralelda cu axa z in nu mai mult de doua puncte
sau dupa o dreaptd. Presupunem ca suprafata S; margineste inferior domeniul Q si

este definitda de functia z =(p1(x,y) si ca suprafata S; margineste superior

domeniul Q si este definita de functia z =g, (X,y).

Proiectdm S; si S, pe planul xy intr-un domeniu D marginit de curba L . Domeniul Q este
marginit lateral de o suprafata cilindrica Sz cu generatoarele paralele cu axa z.
Prin analogie cu relatia (78) putem scrie:

¢2Xy

fecsam - [ romulos o



=]
e

Figura 7.28

Daca domeniul D din planul xy este marginit de curbele y=l//1(X) si y=1//2(x) si

a<x<b, atunci integrala dubla poate fi inlocuita cu o succesiune de integrale simple:

H_[ f(xy,z)dV = j!dx%j ! dy%(fy) f(xy,z)dz (80)
Q a  w(x)  axy)

Aceasta este o generalizare a relatiei (77).

Exemplu:
Calculati volumul tetraedrului marginit de planele x=0, y=0, z=0 si
X+2y+2-6=0.

X:0—>6

y:0—> —§+3

2:0>6-x-2y

X
2 6-x-2y

¢ 3
\" :J-'Uldxdydz :jdx J- dy J- dz
Q 0 0

0



o
Z=-2y+6
z=-Xx10
3
N x=ct Y
%).ixﬂ
6
&
Figura 7.29
6 3% 6 2 3% 6 ) ) 2
v =£dx '([ (6—><—2y)dy=I'Iéy—xy—z2]0 dx_![6(3_2j_x(3_2j_(3_2j ]dx

=54-54+18=18

6 6
2 2 2 2 3
=J' 18— 3X—3X+ 2 —943x— 2 dx=I 9-3x+2 |ax =| 9x—32 4 X
2 4 4 2 12,
0 0

7.8 Integrala tripla in coordonate cilindrice si sferice

Intr-o integrald tripla variabilele sunt schimbate in aceeasi manierd ca intr-o
integrald dubla. Presupunem ca f (X, Y, Z) este o functie continud pe un domeniu inchis

Qc R’ si functiile:
x=x(&m7), y=y(&n.r), z2=2(&n.7) (81)

sunt continue impreuna cu derivatele lor partiale pe un domeniu inchis Q°. Mai mult,
presupunem ca functiile (81) stabilesc o corespondenta unu-la-unu intre punctele

(&,m,7)e Q" sipunctele (X,y,2)eQ.



O schimbare de variabile intr-o integrala tripla este dictatd de formula:

m f(x, y,z)dxdydz:j[j f[x(&m7).y(Emr).2(Em7)]|d|dedndr - (82)

unde J este jacobianul transformarii (81):

OX OX OX
o0& on or
ng Y ¥ (83)
o, on oOr
oz 01 oz
o0& on or

Practic, frecvent o integrala tripld in coordonate carteziene este transformatd intr-o
integrald 1n coordonate cilindrice sau sferice.

e Integrale triple in coordonate cilindrice
In coordonate cilindrice, pozitia unui punct P(X, Y, Z) in spatiu este determinata de trei
numere p,p,z dintre care p si ¢ sunt coordonatele polare ale proiectiei P’ a lui P pe
planul Xy si z este coordonata z a lui P. Numerele ( P, go,z) se numesc coordonate
cilindrice ale punctului P.

z
* P (xXy.Z)
Z
0 i
P y
P
K L
/ Pr
X
Figura 7.30 Coordonatele cilindrice
0<p<+o0
0<p<2rx

—00 < Z <400 (84)



In coordonate cilindrice, suprafetele de coordonate p=ct, ¢ =ct si z=ct sunt

respectiv: cilindri circulari cu axa egald cu axa z, semiplane adiacente axei Z si plane
paralele cu planul xy.

Relatiile dintre coordonatele carteziene si cele cilindrice sunt:

X=pcos¢e
y=psing (85)
L=17

Aceste functii transforma domeniul Q" in Q si jacobianul transformarii este:

o 0p cosp —psing 0
J=ﬂ Y —|=|singp pcosp O=p (86)
op Op 01
0 0 1
a a @
op Op 01

Deoarece p >0, atunci |J| = p si pentru integrale triple formula (82) de transformare din

coordonate carteziene in coordonate cilindrice devine:

J]:[ f(x,y,z)dxdydz = J]:[ f[pcose, psing,z] pd pdpdz (87)
Q o}

Exemplu:
Determinati volumul corpului margint de suprafetele: z=X>+y’ si z=2-X" -y,

Intersectia celor doua suprafete este curba:

=1 cilind
L:{p cilindru

z=1 plan

Cu proiectia pe planul xy:

N L 1 cilindru
z=0 plan

p:0->1
0:0->27
Z:p2—>2—p2



N
\

\
}.
z=2-x2-y2
7=2- p2
X
Figura 7.31
\Y :”.J‘Idxdydz :'Ujpdpd(pdz
Q Q"
=Td¢jpdp2f dz:2;zj.p(zi;p2 jdp=2/rJ.p(2—p2—pz)dp=47rJ.(p—p3)dp
0 0 P2 0 0 0

e Integrale triple in coordonate sferice
In coordonate sferice, pozitia unui punct P(X, y,z) in spatiu este determinatd de trei
numere I,p,0 dintre care r este distanta de la originea sistemului de coordonate la
punctul P, ¢ este unghiul dintre axa X si proiectia vectorului radial OP al lui P pe planul
Xy si 0 este unghiul dintre axa z si vectorul radial OP al lui P. Numerele (r,(p,é?) se
numesc coordonate sferice ale punctului P.

0<r<+w
0<p<2r

0<0<rm (88)
In coordonate sferice, suprafetele de coordonate sunt:

r =ct sfere cu centrul in origine
@ =Ct semiplane adiacente axei z

@ =ct conuri circulare cu axa egald cu axa z



- P(x.y.2)
|
B 1 !
|
|
o i
T | Y
—_ - |
P RO,
Pr
X
Figura 7.32

Relatiile dintre coordonatele carteziene si cele sfericerice sunt:

X=rsinfdcos @
y =rsinfsin @ (89)
Z=rcosf

Aceste functii transforma domeniul Q" in Q si jacobianul transformarii este:

or o 00 sinfdcosep —rsinfdsing rcosfdcos@
J= ¥ N ¥ =[sin@singp rsin@cosp rcos@sing|=r’sind (90)
or Jp 00 )
cosé 0 —rsiné
@ a a
or Jp 00

Deoarece r’siné>0, atunci |J|=rzsin<9 si pentru integrale triple formula (82) de

transformare din coordonate carteziene in coordonate sferice devine:

”j f (x,y,z)dxdydz :”j f [rsin@cos ,rsin Osing,rcosO]r* sin fdrdpdd (91)
Q QF



Exemplu:
Determinati

volumul corpului marginit de suprafetele:
X’ +y +2°=b*, X’ +y* =7, a<b.
) z
b
a 0
o
© )
X

Figura 7.33

X*+y'+z7°=a

2

2

Domeniul Q se afla in interiorul conului. Cele doua sfere sunt concentrice. Datorita
simetriei domeniului vom trece la coordonate sferice.

X=rsinfdcos @
y=rsinfsing
Z=rcosf

Din ecuatiile sferelor avem a<r<b, iar din ecuatia conului determindm domeniul de
variatie a coordonatei 0.

X +y’ =

tg26 =1

&N

2

27 = r? sin29c0s2(o+ r2 sin’ 05in2¢7: r2 cos® 6

T

0= ecuatia conului in coordonate sferice

V= J'.” 1dxdydz = I”rzsinedrd(pde
Q o}

27 nl4 b 3 b
= Idgo { sianerzdr =27 (—cosb) ”/4% =
0 0

0

a



Cap. VIII Integrale curbilinii

8.1 Integrale curbilinii de primul tip

O curba parametrizata continud AB se defineste cu ajutorul a doud functii continue
@,y 1 > R, unde I =[t,.t].

o

Al t,) Wit ))
g /D/‘/_,D_\\M{ Pt) wit))

1(to)

*B(plty) wity))

()

O X
Figura 8.1
Ecuatiile parametrice ale curbei AB sunt:
{x:(p(t)’ t,<t<t { parametru (1)
y=y(t) o
Ecuatia vectoriala a curbei AB este:
F)=p(0)i+y(1)j @)

Curba 4B este curba parametrizatd neteda , daca functiile (o(t) s l//(t) au derivate

continue pe intervalul 7 =[7,,1].

Fie AB o curba plana, netedd sau netedd pe portiuni, si fie f (M ) o functie

definita pe AB sau pe un domeniu D care-l contine pe AB.



el

Figura 8.2

Consideram punctele 4= 4, 4,,4,,...,4, = B pe curba AB. Pe fiecare arc partial 4,4, ,,

alegem un punct arbitrar M, si apoi construim suma:

o= (M)A 3)

unde A/, = lungimea arcului partial 4, 4, ,,.

Suma (3) se numeste sumd integrald pentru f (M) pe curba AB.

Fie Al cea mai mare dintre lungimile arcelor partiale, adica

Al = max Al, 4)

0<k<n-1

Definitie: Dacd suma integrald (3) are limitd finitd pentru A/ — 0, care sa fie
independentd de modul de impartire a lui 4B in arce partiale si de alegerea punctelor M, ,

atunci aceastd limita se numeste integrala curbilinie de primul tip a functiei scalare
£ (M) pe curba 4B.

Notatii: j f(M)dl  sau j f(x,y)dl unde punctul (x,y)e 4B
AB AB

Conform definitiei avem:

Al—0

[ r(m)ai= limnif(Mk)Alk (5)

Spunem ca f (M ) este integrabila pe curba AB , iar AB se numeste contur de integrare.



In cele ce urmeazd demonstram existenta integralei curbilinii de primul tip.

Astfel, pentru curba AB consideram drept parametru, lungimea / a arcului care incepe in
punctul initial 4.

A
Figura 8.3

Cu acest parametru /, curba 4B poate fi definitd cu ajutorul ecuatiilor naturale:

{xzx(l), 0<I<L 6)
y=y(1)

unde L este lungimea curbei AB. Cu aceastd definitie a curbei, functia f (M), definitd pe

curbi va fi functie de o singuri variabild [ : f (x(l ).»(! ))

Notdm cu [/, valoarea lui [/ corespunzdtoare punctului M; de pe curba, unde
k=0,1,...,n—1. Suma integrald (3) poate fi rescrisa:

o= £ (x(5)y (1) )

1
-0

=~

Aceasta suma corespunde integralei definite:

[0 0 ®)

Deoarece sumele integrale (3) si (7) sunt egale, atunci si integralele
corespunzatoare sunt egale, si avem:

L

ALf(M)dljf(X(l),y(l))dl 9)

Teorema: Daca f (M ) este continua pe curba netedd 4B, atunci integrala curbilinie

[ f(M)dl exista.



Proprietati:

1.Valoarea integralei curbilinii de primul tip este independenta de sensul de integrare.

[ r(myai=T f(m)d (10)

2. Liniaritate: Daca exista integralele curbilinii pentru functiile f (M ) si g(M ) pe
curba 4B si daca «,f R, atunci existd si integrala curbilinie a functiei
af (M)+ pg (M) pe curba AB astfel incat:

[[af(M)+Bg(M)]dl=a| f(M)dl+p | g(M)dl (11)

AB

3. Aditivitate: Daca Ce AB i existd I f (M )a’l, atunci existd si integralele:

AB

[r(m)al, | (M)l si
[ f(m)di=T[ f(M)di+ [ f(M)dl (12)

4. Daca f(M) >0 pe curba AB, atunci

J'f(M)dlzo (13)

5. Daca f (M ) este integrabild pe curba AB, atunci si ‘ f (M )‘ este integrabild pe curba
AB si are loc:

jf(M)dl

< Hf(M)\dl (14)

6. Formula de medie: Daca f (M ) este continuda pe curba AB, atunci pe curba exista cel

putin un punct M,, astfel incat:

[ r(m)ai=r(m, ) (15)

unde L este lungimea curbei AB.



o Calcularea integralei curbilinii de primul tip

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:

t, <t<y t parametru

x=o(1) A—t=t,
y=y(1) B—t=t,

Ipoteza: functiile (p(t) s l//(t) sunt continue pe [to,tl] impreund cu derivatele go'(t) s
w'(t) si mai mult

[o/ ()] +[w' ()] >0

Elementul de arc al curbei este:

di= [/ (0)] +[v' ()] a (16)

Atunci:

AJB S (xy)dl = I Flo@)w O O +[v' (1) d (17)

Integrala din dreapta este una definita.

Observatie: Daca curba 4B este definitd in mod explicit, adica y= g(x), xXe [a,b],

unde g(x) este continuu diferentiabild pe [a,b], si

A—>x=a
B—o>x=b

iar x este considerat parametru, atunci:

If(an/)dl=j.f(x,g(x))wllJr[g'(x)]zdx (18)

Integrala din dreapta este una definita.
o [ntegralele curbilinii de primul tip in spatiu

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:



y=y(t), t, <t<t, t parametru (19)

Integrala curbilinie de primul tip a unei functii scalare pe aceastd curba se reduce la o
integrala definitd astfel:

/;Lf(x,y,z)dl = jf(go(t),w(t),w(t))\/[(p'(t):lz +[1//'(;):|2 +[w'(t):|2dt (20)

Exemplu:

Calculati integrala curbilinie I(x + y)dl , unde L este conturul triunghiului cu varfurile in
L

punctele 0(0,0), 4(1,0) si B(0,1).

y
N B(0.1)

O X

Figura 8.4
Din aditivitate, avem:

I(x—ky)dlz I(x+y)dl+ j (x+y)dl+ I (x+y)dl

L 04

Integrala pe OA4: 0<x<1, y=0, dl=dx, y'=0, dl=+1+0dx

1 2!
1
= j(x+y)dl=jxdx=% :E

04 0 0

Integrala pe AB: 0<x<1, y=1-x, y'=-1, dl=w,1+(—1)2dx=\/5dx



= I(x+y)dl=J-(x+y)dlzj-(x+1—x)x/§dx=\/§x‘

AB BA 0

_

1
0

Integrala pe BO: 0<y<l, x=0, dl=dy

J(x+y)dl:%+ 2+%:1+\/§

L

8.2 Integrale curbilinii de al doilea tip

Fie AB o curbd pland, neteda sau neteda pe portiuni si orientata, si fie

F(M)=P(M)i+0(M)j (21)

o functie vectoriala definitd pe un domeniu D care contine curba AB.

e

A=A (x.y.) A (x

Yo
IV . e+l k1 T kt]
./J._-‘Ek{‘ *'_.-

Figura 8.5



Impartim curba 4B in arce partiale cu ajutorul punctelor 4= 4, 4,,4,,...,4, =B . Aceste
puncte au coordonatele (x,,¥,),(%,,),-...(x,,»,) respectiv. Pe fiecare arc partial

A, A, alegem un punct arbitrar M, (&,,7, ) si formdm suma:

n—1

U:ZP(é:kank)Axk+Q(§k’77k)AJ’k (22)

k=0

unde Ax, =x,,,—x,, Ay, =y,,, — V> k=0,1,...,n—1 sunt componentele lungimii arcului

partial. Considerdm A/ cea mai mare dintre lungimile arcelor partiale 4,4, ,,.

Definitie: Daca suma integrala are limitd finitd pentru A/ — 0, care sa fie independenta
de modul de Impdrtire a lui 4B in arce partiale si de alegerea punctelor M, , atunci

aceastd limitd se numeste integrald curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale F (M)

pe curba AB.

Notatie: I P(x,y)dx+ Q(x,y)dy

AB

Conform definitiei
n—1

[ PLoy)de+Q(x.y)dy=1im > [ P(&om)Ax, +0(&om) ] (23)

AB

Teorema: Daca pe un domeniu D care contine curba 4B, functiile P(x, y) si Q(x, y)

sunt continue, atunci exista integrala

j P(x,y)dx+Q(x,y)dy

AB

Fie 7(M)=xi+)/ vectorul de pozitie al punctului M (x,y). Atunci,

dF =idx+ jdy si sub integrala de mai sus avem un produs scalar:
P(x,y)dx+Q(x,y)dy:(]3,d}7) (24)

In aceasti situatie integrala curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale F (M ) pe

curba AB poate fi notata pe scurt:

[ (F,ar) (25)

AB



o Calcularea integralei curbilinii de al doilea tip

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:

{x=¢0)

, t <t<t
y=y(1) '

1

Functiile go(t) s l//(t) sunt continue pe [to,tl] impreund cu derivatele lor (/)'(t) s 1//'(t)
si pe masura ce ¢ parcurge intervalul [to,tl], punctul M (x, y) se misca pe curba 4B de la
AlaB.

Daca functiile P(x,y) si O(x,y) sunt continue pe un domeniu D care contine curba AB

atunci integrala curbilinie se reduce la o integrald definita:

J P(x.y)dr+ 0(x.)dy = ([ Plo(e)w (1) 1)+ 000 () (0] 26)

4B f

Exemplu:
Calculati integrala .[ xdy — ydx

AB

1. pe segmentul de dreapta care uneste punctele A4(0,0) si B(1,1)

2. peparabola y=x" care conecteazi aceleasi puncte

y
BE(l1.1)
" }:X 2
J.%- K
Figura 8.6

1) Ecuatia dreptei AB este y =x, x fiind parametru cu 0<x <1, iar dy =dx.

j xdy — ydx = j(xdx—xdx) =0

AB 0



2) Ecuatia parabolei AB este y =x*, x fiind parametru cu 0<x<1, iar dy = 2xdx .

'[ xdy — ydx = j(x2xdx—x2dx) = szdx I l
0

AB 0

Observatie: Valoarea integralei curbilinii de al doilea tip depinde de drumul de integrare.

e Proprietatile integralei curbilinii de al doilea tip

1. Liniaritate Daca exista integralele I(E,d?) si j(ﬁz,df), atunci Va,feR
AB AB
existd si integrala:

[ (aF+ BE,,dF)=a [ (F,dF )+ B [ (F,.dF) 27)

AB

2. Aditivitate Dacd curba AB este reuniunea partilor AC si CB si dacd exista
I (F ,dr ), atunci exista si integralele j (}7“ ,dr ) si I(F“ ,dr ) si mai mult,

j(ﬁ,df): Ajc(ﬁ,df)+ j (F,d?) (28)

3. Spre deosebire de integrala curbilinie de primul tip, integrala curbilinie de al
doilea tip depinde de directia de parcurgere a curbei AB si schimba semnul la
modificarea sensului de parcurgere al curbei, adica

j Pdx +Qdy = — j Pdx + Qdy (29)
BA AB

Observatie: Ultima proprietate corespunde interpretarii fizice a integralei curbilinii de al
doilea tip ca lucrul mecanic efectuat de fortele de cAmp F de-a lungul unui drum:

modificarea sensului de miscare pe curba schimba semnul lucrului mecanic efectuat de
camp de-a lungul curbei.

e Relatia dintre integralele curbilinii de primul si al doilea tip

Consideram integrala curbilinie de al doilea tip:

j (F.dr) (30)

AB



unde AB este o curba orientatd (4 este punctul initial si B este punctul final) definitd de
ecuatia vectoriala:

F=7(1) 31)

unde / este lungimea curbei masurata in sens pozitiv.

|
A__\\I\-I

—=

= 1)

Figura 8.7

Fodr di =7dl (32)
di

Vectorul 7 este vectorul unitate tangent la curba 4B in punctul M.

[(F.ar)=[(F.zdl)= [ (F.%)al (33)

AB AB AB

Ultima integrala fiind o integrala curbilinie de primul tip.

8.3 Formula lui Green

Stabileste o legatura intre integrala curbilinie si integrala dubla, folositd mai
ales pentru calcularea integralelor curbilinii de-a lungul drumurilor inchise.

Teorema Green: Dacd pe un domeniu inchis D din planul xy, marginit de un contur L
neted pe portiuni, functiile P(x, y) si Q(x,y) sunt continue si au derivate partiale
. oQ . oP .
continue — $i —, atunci:
ox oy



qSde +0dy = ﬂ (a_gj —a—PJ dxdy (34)

Integrarea are loc de-a lungul frontierei L a domeniului D, frontiera parcursa astfel incat
domeniul D sa ramana in stanga.

Figura 8.8

o Aria unei figuri plane

Consideram P(x,y)=-y, O(x,y)=x. Atunci,

0_, o
ox oy

iar cu formula Green (34) obtinem:

CJS—ydx +xdy = H 2dxdy =28
L D

unde S este aria domeniului D.
In acest mod, am obtinut o formula pentru calculul ariei S a unui domeniu plan D
folosind integrala curbilinie pe frontiera L a domeniului D:

S:lcjsxdy—ydx (35)
2 L
Exemplu:
2 2
Calculati aria domeniului marginit de elipsa L: x_z + Jb/_z =1
a

I X =acost
: . 2
y =bsint tef0.27)



1 17 : .
S=5C_dey—ydx=5j‘(acost bcost+bsint asmt)dt

L 0

2r
= lab'[ (cos2 { +sin? t)dt =rab
2 0

Observatie: Fie 4B o curbd in spatiu, neteda pe portiuni, orientatd. Presupunem cd pe un
domeniu Q, care contine curba AB, este definita o functie vectoriala:

ﬁ=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)l€ (36)

unde P, Q si R sunt functii continue pe Q.
Integrala curbilinie de al doilea tip in spatiu a functiei vectoriale F pe curba
orientatd AB este:

I (F“,d?) = j P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz (37
AB AB
Exercitii:
x2 2
1) Calculati J-xy dl, unde L este un sfert din elipsa — + Z—z =1, aflat in primul cadran.
a

L

X =acost .
L: . te[O,—j
y =bsint 2

/2 /2
jxy dl = J. acost bsin t\/(—asint)2 +(bcost)2dt =ab j sintcostya? sin? ¢ + b2 cos? tdt
L 0 0

@ =sint

do =cost dt

_[xy di = abjwm dp= abij@
L 0 0

y/:b2+(a2—b2)g02

dy = (a2 -b? )2¢dgo



3/2 had—b ab(a2+ab+b2)
dl = ah—— j dy=ab—— Y | _9° -
ny a ( \/— V=a 3 3 a2_b2 3(a+b)

(b)

2) Calculati j- d -, unde L este prima rotatie a curbeli elicoidale:
TXT YTz
X =acost
L:3y=asint te[0,27z]

z=>bt

2
\/ —asint) 2y acost) +b?
'[ '[ 55 dt
x° +y +2° a® cos® t+a’sin® t+ bt

j”“ SN +sz

a’ +b*? a+b22

@ =>bt
do = bdt

—arctg —
a aj

I di_ +b2 T’ 2 +0% 1 o™
a’+¢° b

a’ +b? 27h
= arctg
ab a

3) Calculati j- ydx+xdy, unde L este arcul de curba y=x’, care uneste punctul (0,0) cu

punctul (2,8).

Consideram x parametru, 0<x<2, y=x", dy=3x"dx.

2

2 3 .
jydx+ xdy = '[(x3dx+x3x2dx) = 4J.x3dx = 4% =16
L 0

0

4) Calculati j ydx+x*dy , unde L este este jumatatea superioara a elipsei:
L



.. X =acost
| y=bsint ref0.7)

parcursa in sens invers acelor de ceas.
T
. 2 . 2
Iyzdx +x%dy = J-((b sin)” (—asint)+(acosr) bcost)dt
L 0

V4 V4
(—ab2 sin’ ¢ + a*b cos® t)dt = —asz(l—cos2 t)sintdt+a2b (l—sin2 t)costdl
0 0

S N

-1

-1 0
= ab? (—2 +§) = —iab2

=abzi(lwz)d¢+a2b£(l—¢2)d¢:abz (w—%}

3

1

8.4 Aplicatii ale integralelor curbilinii

O Masa unei curbe
O masa m este distribuitd pe o curba netedd L cu o densitate liniard (M ). Dacd f(M) si

L sunt cunoscute, ne propunem sa determinam masa .

Impartim curba L in n parti arbitrare M, M, (k=0,1,...,n—1) si estimdm masa
fiecarei parti M, M,,, presupunand ca pe fiecare din ele densitatea este constanta si egala

cu densitatea dintr-un punct al bucétii, de exemplu fie acesta punctul cel mai din stanga.
Astfel, densitatea pe bucata M, M, este f(M,).

Valoarea aproximativa a masei totale m a curbei este:

n—1

m=Y" £ (M)A (38)

k=0

unde A/, este lungimea partii M, M,,, . Eroarea de aproximare va fi cu atdt mai mica cu
cat numarul bucdtilor in care e Impartita curba este mai mare. Consideram:

Al = max Al, (39)

0<k<n-1



Valoarea exactd a masei curbei L se obtine trecand la limita in suma (38):

n—1
m=lim > (M)Al (40)
k=0

Al—0

Cum aceastd limitd reprezinta definitia integralei curbilinii de primul tip, avem:

m=[f(M)d (41)

O  Aria unei suprafete cilindrice
Considerdam o curba 4B in planul xy si o functie continud f(M)>0 definitd pe curba.

Multimea de puncte (M S (M )) sau (x, v, f(x, y)) formeaza o curba pe suprafata cilindrica

cu baza curba 4B si generatoarele paralele cu axa Oz. Vrem sa determindm aria suprafetei
cilindrice ABCD marginitd inferior de curba AB, superior de curba :z=/(M),

M e curbei 4B, si verticalele AC si BD.

Z

_ Z=f(M /
- £0M,,) (M)

D

et

\,4 {\xv B

/ k +1
T'I.Ik
Figura 8.9

Pentru a rezolva problema, consideram etapele:
1) Impartim curba AB in n arce cu punctele:

A:MO’MI""’Mk’Mk-‘rl""’M :B



2) Din fiecare punct M, ridicdm perpendiculare pe planul xy, cu inaltimile f(M,).
Acestea vor imparti suprafata cilindrica ABCD in n fasii.

3) Inlocuim fiecare fasie cu un dreptunghi cu baza A/, unde A/, este lungimea
arcului M M, siindltimea egald cu /(M) intr-un punct al arcului, de exemplu M;. Aria
aproximativa a fasiei k va fi f (M, )Al, iar a suprafetei cilindrice ABCD:

-1

S="f (M)Al (42)

k=0

=

Continuarea in curs ©
O Calcularea lucrului mecanic



Cap. IX Analiza vectoriala

9.1 Camp scalar. Derivata dupa o directie

Fie u= f(M) sau u=f(x,y,z) un cdmp scalar definit de o functie scalara

f:R’ - R.De exemplu, un cAmp de temperaturi sau un cAmp de presiune.

In spatiul R’, considerim un punct M, si o directie definita de un vector [ . Fie

= Al . Cresterea campului asociata

un alt punct M astfel incat M M Hi si notam ‘MOM

modificdrii argumentului de la M 1a M, este

A= £ (M)~ f(M,) m

Definitie: Derivata campului u = f (M ) in punctul M dupad directia [ este prin definitie:

M)-f(M
Ol g A _ iy S (M)~ (M) )
ol A0 A] A0 Al
Z
M
I\-Ig%
Al

e

Figura 9.1

Observatie: In conditii de diferentiabilitate, in coordonate carteziene, derivata campului
scalar dupad o directie se poate calcula astfel:



al _au

= -cosﬂ+a—u
M, OX

4

-Cos ¥ 3)

M,

ou
-CoOSa +—
M, oy

M,

- -
unde cosa, cos f si cosy sunt cosinugii directori ai vectorului M M sau [ .

Exemplu:
Determinati derivata cAmpului scalar u = xe’ + ye* —z* in punctul M, (3, 0, 2) in directia

punctului M, (4, 1, 3)

ou =(ey+yex) =’ +0-° =

X[y, (3.0.2)

ou z(xey+ex) =3.¢"+e’ =3+¢°

oy M, (3,0,2)

8_u = (—22)‘ =—4

3y, (30,2

. - = — -
1 1 1
cosazﬁ cosﬂZE cosyZE

ou 1 e’

3
e

. Ou - N TP <
Concluzie: —| =-—=>0, deci campul scalar creste Tn M, in directia data.

olly, 3

Caz particular:
Pentru un camp plan u = f (x, y) derivata campului in punctul M, dupd directia [ este:

ou
ol

_Ou

=— -sina 4
- @)

ou
-CoOsa +—
M, oy

M,



unde unghiul & reprezinta unghiul dintre vectorul / si axa Ox.

Exemplu:
Calculati derivata campului scalar u =arctg xy 1n punctul Mo(l,l) de pe parabola

y=x" in directia curbei (in sensul cresterii abscisei).

T T p—
-3 3 x
ou  __ Y _1
a x| 1
vy, 1+x2y2 (1) 2
g a=y'( )| 2 cosa ! ! sina lga 2
g :y X _: = = — = e
=l \/1+tg2a J5 \/l+tg2a V5
ou  _ou i O oLl L 123
or|, x|, ovl,, 25 25 25
3

Concluzie: 8_u

—>0
olly, 25




9.2 Gradientul unui camp scalar

Fie un camp scalar definit de functia scalara
u=f(x,z) )
unde f'este o functie diferentiabila.

Definitie: Gradientul unui camp scalar u Intr-un punct dat M (x, v, z) , este vectorul notat

grad u , definit prin:

grad u=a—uf+8—u]+a—u/€ (6)
ox Oy 0z

Acesta este dependent de functia de camp si de punctul in care se calculeaza.

Fie 7° vectorul unitate in directia ]

1°=

|~

= cosai +cos 3] +cos yk (7)

—~I

Atunci, relatia (3) care defineste derivata unui camp scalar dupa o directie poate fi scrisa
sub forma unui produs scalar:

%z(grad u,fo) (8)

Adica, derivata campului scalar u dupa directia [ este egald cu produsul scalar al
gradientului cAmpului cu vectorul unitate 7°.

Proprietatile gradientului:

1. Gradientul campului scalar are directia perpendiculara pe suprafetele de nivel sau
pe curbele de nivel daca campul este plan.

grad u 1 suprafata de nivel u = ct



Daca pentru o functie de doud variabile, curbele de nivel arata ca in figura 9.3,
atunci vectorul grad u va fi perpendicular pe aceste curbe.

y

gradu

n=ct

X

Figura 9.3
Exemplu:
Pentru un camp scalar liniar:

u=ax+by+cz, ab,ceR
grad u = af+bj+cl€
O suprafatd de nivel pentru acest cAmp are forma:
ax+by+cz=ct
Vectorul normal la aceasta suprafatd (plan) este:
ii=ai +bj + ck

Exemplu:

A 2., .2 . .22
Pentru un camp scalar plan u =x~ + y~, curbele de nivel sunt cercuri x~ + y~ =ct

grad u=2xi +2yj

et

gradu

Figura 9.4
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2. Gradientul este orientat In sensul cresterii functiei de camp.

3. Lungimea (modulul) gradientului este egala cu cea mai mare derivata dupa o
directie in punctul cdmpului in care se calculeaza gradientul.

2 2 2
maxa—u:|grad u|: [%J + ou J{@_uj 9)
ol ox oy 0z

Observatie: In aceastd formula maximul se ia dupa toate directiile posibile Intr-un punct
dat al campului.

Intr-adevir,
%:(grad u,i°)=|grad u|-1-COS(p (10)

unde ¢ este unghiul dintre vectorii / si grad u. Cum valoarea maximd a lui cosg este
unu, atunci valoarea maxima a derivatei ou/ol este |grad u].

Exemplu:
In punctul M (1,1,1) determinati directia de variatie maxima a campului scalar:
u=xy+yz+xz

si valoarea acestei variatii maxime.



Directia de variatie maxima a cAmpului este data de grad u:
grad u =(y+z)f+(x+z)j'+(y+x)/€
grad u(M,)= 20 +2j +2k

Acest vector determind directia de crestere maxima a campului in punctul M, (1, 1,1).

Marimea acestei variatii maxime a cAmpului in punct este:

max% =|grad u(M,)|=N2"+2+2* =243

Marimile care sunt independente de alegerea sistemului de coordonate si
caracterizeaza anumite proprietati ale unui obiect, se numesc invarianti pentru obiect. De
exemplu, lungimea unei curbe este un invariant, unghiul dintre tangenta la curba si axa
Ox nu este un invariant.

Definitia invarianta a gradientului unui camp scalar: Gradientul unui camp scalar este
un vector cu directia de-a lungul normalei la suprafata de nivel, cu sensul in directia
cresterii functiei de camp. Marimea gradientului este egald cu cea mai mare derivatd dupa
o directie intr-un punct dat.

In consecintd, marimea si directia gradientului caracterizeaza rata de crestere a cAmpului.
Forma invarianta a gradientului este:

grad u:|grad u|ﬁ° (11)

unde 7’ are directia cresterii cAmpului, iar | grad u| =0Ou /On . Atunci:

grad u =" (12)
on

o ou - . - .
Intr-adevar, daca 1in 5:( grad u,l 0) inlocuim [/ —>#n, obtinem

Ou o\ . . Ou 0 —0) . Ou
—n=(grad u,no) si apoi a=(|grad u|n°,n°) si atunci a=|grad ul.
Exemplu:

Determinati gradientul functiei distanta r =d (M,,M):



= =5 +(r=2) +(z=2,) (13)

unde M (x,y,z) este un punct arbitrar din camp, iar M, (x,,,,z,) este un punct fixat
din camp.
Suprafetele de nivel sunt sfere cu centrul in M (x,,,,2,) .

grad r = @7+@]+@1€
ox Oy oz

(x—xo)f+(y—y0)j+(z—zo)l€

el o )
unde 7 este vectorul unitate in directia M,M .
Concluzie: grad r =7’ (14)
e Proprietati de calcul:
1. grad(Cu(M))=Cgrad u(M), C=const (15)
2. grad (u+v)=grad u+grad v (16)
3. grad (uv)=v grad (u)+u grad (v) (17)

Intr-adevar,

( ou 8\/)7 ou  Ov)- ( ou 8vj~
=\ v—+tu— i +|v—+u— |j+|v—+u— |k
ox  Ox dy Oy oz 0Oz

ou- Ou- Ous ov- Ov- O0v=
=v| —i+—j+—k |tu| —i+—j+—k
ox Oy 0z ox Oy~ Oz

=V grad(u) +u gmd(v)



4. gmd(ﬂj _vgrad = gradv ¢ (18)
v %
5. grad F(u)zF'(u)grad u (19)

Intr-adevar,

gradF(u): . i+ & Jj+ . k
- F ()4 F’(u)%]+F’(u)%k
:F'(u)grad u
Caz particular: grad F(r)=F'(r)r° (20)

9.3 Camp vectorial. Linii de camp si ecuatiile diferentiale ale acestora

Definitie: Daca in fiecare punct M (x, y,z) al spatiului, este definit vectorul:

Zz=ﬁ(M)=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)lg (21)
se spune ca s-a definit campul vectorial a .

Exemple:
Campul de forte F, campul de viteze v dintr-un fluid in miscare.

In continuare, desenam cateva campuri vectoriale plane.

) F=3i+j



y

VAN

,/"’/7

/ﬂ
/”/—?
/1

Figura 9.5

L
<

|
LLLLbiud

Figura 9.6

3) F=xi+y

X

al

Figura 9.7



Figura 9.7b

Geometric, un camp vectorial poate fi reprezentat prin linii de camp. Linia de
camp a unui camp vectorial @ este o curba astfel Incat o tangenta la ea in orice punct M
are aceeasi directie ca si vectorul de cAmp a din acel punct.

—
M a(M)
r—

Figura 9.8

e Ecuatiile diferentiale ale liniilor de camp

Fie un camp vectorial definit de vectorul

Zi:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)E (22)



unde P(x, y,z), Q(x, y,z), R(x, y,z) sunt functii continue cu derivate partiale

marginite.

Consideram in camp, o curba definita vectorial:

F(t)=x()7 +y () +2(0)k (23)

Vectorul F(t) este vectorul de pozitie al unui punct care se misca pe curba, iar ¢ este

parametrul curbei. Atunci, vectorul tangent la curba este

dr (1)
dt

T =

24)

Din definitia liniei de cAmp, curba (23) este linie de cdmp daca vectorii

a :P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)l;

si
@ _de; v deg
dt dt dt dt

sunt coliniari in fiecare punct al liniei de camp. Conditia de coliniaritate pentru vectori
constd 1n proportionalitatea coordonatelor acestora. Deci, pe linia de cAmp, trebuie sa fie
satisfacute relatiile:

dx _ dy _ dz (25)

P(x, y,z) Q(x,y,z) R(x,y,z)

Aceste ecuatii diferentiale ale linilor de cdmp formeaza un sistem de ecuatii diferentiale,
care prin integrare ne dau:

{(A (x,3,2)=C, 26)
X

Acesta este un sistem de ecuatii din care determindm liniile de cadmp ca intersectie de
doud suprafete. Prin modificarea parametrilor C; si C, vom obtine o familie de linii de
camp.

Exemplu:
Determinati liniile de cAmp pentru cAmpul @ = xi + yj + 2zk .

Ecuatiile diferentiale ale liniilor de camp sunt:



b _dy_d:

x y 2z
Sau:
dx dy
Xy
dx dz
x 2z
Integrind:

mQ+mM=mM
InC, +21n|x| = 1n|z|

=Cx
{y 1 C.C, eR

z=Cyx* ’
z
T
-
_llr T A
[ [ o
; =X
; l : z—C.2
.
i - |
i T
. I L. Y
S lnie de camp
~
X }-‘=C.‘1:{
Figura 9.9

Intersectia planelor y=Cx cu cilindrii parabolici z=C,x* reprezinta o familie de linii de
camp cu doi parametri C,,C, eR.

9.4 Fluxul campului vectorial printr-o suprafatd

Consideram campul de viteze v al unui fluid in miscare. Fie £ o suprafatd in
camp. Curgerea fluidului prin £ este cantitatea de fluid care trece prin X in unitatea de



timp. Aceastd curgere poate fi calculata usor dacd viteza v este constanta si suprafata X
este plana.
Curgerea fluidului va fi egald cu volumul corpului cilindric cu baze paralele (X))

si generatoarea cu lungimea |\7 , deoarece 1n unitatea de timp fiecare particuld se

deplaseaza un drum egal cu |\7

, in directia lui v .

Figura 9.10

Curgerea va fi:
O=S-h (27)

unde S este aria bazei X, i1ar h= pr,y :(ﬁ,ﬁo) este indltimea cilindrului. Aici, 7 este

vectorul normal la baza X .

In concluzie, pentru o viteza constantd v si o suprafata pland X, curgerea este:
® =(7,7")-S (28)
Daca viteza v variaza continuu §i dacd suprafata X este neteda atunci putem imparti X

in bucdti partiale X, (k =1,2,..., n) atat de mici Incat sd putem aproxima pe fiecare X, ca

fiind plana si vectorul v constant pe aceasta.

Intrucat curgerea fluidului prin £ este egald cu suma curgerilor prin toate
bucitile partiale X, , vom scrie urmatoarea formula aproximativa pentru curgere:

Oz i(a,ﬁ‘))P ‘Ao, (29)
k=1 k



unde Py este un punct din bucata X,, Ao, este aria lui X, , iar (\7,130) este produsul

B

scalar calculat cu v si 7i° considerati in punctual P, €%, .

Figura 9.11

Curgerea prin X va fi limita relatiei precedente (29), atunci cand cel mai mare
dintre diametrele bucdtilor partiale X, tinde la zero

® =£i£r3;(\7,ﬁ°)& ‘Ao, =Lj(ﬁ,ﬁ°)da (30)

unde d este cel mai mare dintre diametrele bucatilor partiale X, (k = 1,...,n). Integrala

care defineste curgerea fluidului este o integrala de suprafata a functiei scalare (\7 ] 0) pe

suprafata .
In analogie cu notiunea de curgere printr-o suprafatd, vom introduce notiunea
de flux a unui vector a prin suprafata X .

Definitie: Fluxul unui vector a printr-o suprafatd ¥ este integrala pe suprafata X a
proiectiei lui @ pe normala la suprafata:

q>=Lj(5,ﬁ°)da=Ljandmg(a,d&) (31)

unde dé =in'do .

Observatie: Integrala din definitie existd dacd campul vectorial @ = Pi +Qj +Rk este
continuu, adica componentele sale P(x,y,z), O(x,y,z) si R(x,y,z) sunt continue, si

daca suprafata ~ este neteda.



Exemplu:
Consideram campul electric produs de o sursd punctiforma plasata in originea sistemului
de coordonate. Intensitatea campului intr-un punct oarecare P va fi:

~_ 4 —o
E==7r
)

unde ¢ este sarcina, 7 = OP este vectorul de pozitie al punctului P. Vrem sd calculam
fluxul lui E prin Sk, o sferd cu razi R si centrul in originea sistemului de coordonate.

e Proprietatile fluxului unui vector printr-o suprafata

1. Liniaritate

J..[(/lc?+ylg,ﬁ0)d0:lJ;J.(é,ﬁo)dawLyLJ-(l;,ﬁo)da (6)

z

2. Aditivitate Daca =%, UZ,,
J[(@i*)do=[[(@.i")do+][(d.i")do ™
z PN 3,

3. Fluxul depinde de orientarea suprafetei, adicd de orientarea normalei la o
suprafata. Conceptul de flux stabilit se refera doar la suprafetele cu doud fete



(orientabile). Notdm cu X" fata lui X pe care consideram normala 7, si cu X~ fata
lui Z pe care consideram normala —7 . Evident i’ = —ﬁf .

y(a,ﬁ?)da:—g(a,ﬁf)da (8)

Exemplu:
Calculati fluxul vectorului de pozitie 7 = xi + )7 + zk prin suprafata unui cilindru circular

drept cu Tndltimea H , raza bazei R si axa egala cu axa z.

—'1--|:| —

Z n, = K
//d;_—
2

1—\_\;\-._“_

) L

1 1
J—

el

(,.a-""
(Z,0
/L‘\IJ%IGD/: -1{

X
Figura 9.13

X=%+2,+2,
O=D +D, +D,
(77) = pry7 =
r,nl)—prﬁ]nr—R

®, = [[(7.ii} )do = R|[do = R2zRH
3, 3



®, = [[ (7.4 )do =0
Z

O=@, +D,+D, =27R’H+7R°H+0=37R’H

9.5 Fluxul unui vector printr-o suprafata deschisa

Metode de calculare a fluxului unui vector printr-o suprafata deschisa:
e Proiectia pe un plan de coordonate.

Fie S o suprafata proiectabild in mod unic intr-un domeniu D, din planul xy. Suprafata S
poate fi definita de ecuatia z = f (x, y) , §1 deoarece elementul de suprafatd pe S este

do =BV _ 1+(@] A L axay 9)
|cos7/| ox oy

fluxul prin S inseamna integrala dubla:

o faipe- I

a,ﬁ‘))
|COS }/| 7f(x )

dxdy (10)

Observatie: Vectorul unitate 7i° al normalei la fata aleasi a suprafetei se determini cu:

A

o grad[z—f(x,y)] . 8xl 8yj+ (11)
[erad[z—f (x.7)] J1+(@f)2+(@fj
Oox oy

Semnul plus corespunde unui unghi y ascutit intre normala 7’ si axa z, iar semnul minus
corespunde unui unghi y obtuz.

—
a’ n .o . . A .
Simbolul ( ) inseamna cd ar trebui sd substituim £ (x, y) in locul lui z.

|COS }/| z=/(x.y)



Exemplu: Determinati fluxul vectorului d@ = y*; + zk prin o parte a suprafetei parabolice

z=x"+y’ tiiatd de planul z =2 . Normala se considera spre exteriorul paraboloidului.

et

Figura 9.14

Proiectia suprafetei parabolice pe planul xy este:
D, = {(x,y), X'+’ < 2}
Vectorul unitate normal la suprafata se calculeaza astfel:

grad(z—x"=y")  0xi 2y +k

JAx* +4y° +1

Deoarece vectorul unitate normal la suprafatd 7i’, formeazi un unghi obtuz cu axa Oz,
alegem semnul minus.

i’ =+

_‘gmd(z—xz—yz) -

2xi +2yj -k
P xi +2yj —k

Ja4x® +4y° +1

(@)=

a,n —_—_—
VaxT+4y° +1

1

Ja4x® +4y° +1

cosyz&(ﬁo,l;):—



;—\/4)52 +4y° +1

|cos y| -

2

=2y’ —x'—y
|cos }/|

3_
:{ 2y = -«/4x2+4y2+1J
z:f(x,y)

J4x* +4y7 +1

z=x?+y?

) :J;J.(&,ﬁo)daz ”(2)}3 —x’ —yz)dxdy

D,

Datorita simetriei domeniului D, , transformdm integrala in coordonate polare.

X=pcosp 0:02
y=psing 0027
2r 2 27 5 4 V2
@:Id¢J‘(2p3sin3¢—p2)pdp:J‘ 2sjn3¢p__p_ do
0 0 s 5 4 .

|

0

[30) s o-4(32)"Joo-

:%JET(]—COS2 go)sin(pd(o—zfdgo: —%ﬁj‘(l—tz)df—zﬂ =-2r
0 0 1



9.5 Fluxul unui vector printr-o suprafata deschisa-continuare

Observatie: Daca vrem sa calculam fluxul vectorului
a= P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)lg

prin suprafata S definitd de ecuatia z= f (x, y), prin proiectia pe planul xy, nu este

necesar si determinim vectorul unitate /i’ normal la suprafati. In locul acestuia este
suficient vectorul normal:

J

Py Tk
ox 0oy

ii=+grad|z—f(x,y)]= i(—

Formula de calcul a fluxului devine:

2 2
1+ [%j + [QJ dxdy
s 5 _ ox oy
w z=f(x,y)

o= a5 [ (o)
= !(5,75)‘ dxdy=ij{(—P(X,y,f(x,y))%_Q(X,y,f(X,y))%+R(x,y,f(x,y))jdxdy

Exemplu:

Calculati fluxul vectorului &= xzi prin fata externi a paraboloidului z=1-x" -3’

marginit de planul z =0 (z > 0) .

Figura 9.15

ﬁzgrad(z—l+x2+y2)=2x17+2y]+l€



(a.7)

= f(x.y) :sz(l_xz_yz)

o= HZX2 (l—x2 —yz)dxdy

Xy

Datoritd simetriei domeniului D, , transformdm integrala in coordonate polare.

X=pcos@ p:0—>1
y=psing p:0->27

) :Td¢j2p2 COqu)(l—pz)pdp:TZCOSZ god(pj-p3(l—p2)dp
0 0 0 0

2z
1 1)y, 1.z
4 6 12 6

1

_[ +c052(pd p__p_
4 6

0

2 Sin2¢@
:£¢|0 + 2

e Proiectia pe trei plane de coordonate
Fie S o suprafata proiectabild in mod unic pe cele trei plane de coordonate. Notam cu D,
D, s1 D, proiectiile lui S pe planele xy, xz s1 yz respectiv.
Ecuatia F (x, y,z)=0 care defineste suprafata S este rezolvabild in mod unic, in fiecare

argument, adica exista
=fi(y.z2), y=hf(xz), z=fi(xy)
Fluxul vectorului
a= P(x,y,z)f +Q(x,y,z)j' +R(x,y,z)/€
prin suprafata S a cdrui vector unitate normal este
i’ =cosa [ +cos B j+cosy k
poate fi scris astfel:

D= 'U(Ez,ﬁo)da = J‘J[P(x,y,z)cosa+Q(x,y,z)cosﬂ+R(x,y,z)cos;/]a’a

S



Avem 1n vedere ca:

docosa =tdydz
docos f =xdxdz
do cosy =xdxdy

cu semnul fiecarei formule ales n corespondenta cu semnul lui cosa, cos #, cosy, pe
suprafata S, fluxul devine:

() :i-“.P[f1 (y,z),y,z}dydzi”Q[x,fz(x,z),z}dxdzi”R[x,y,fS(x,y)}dxdy

D vz

Exemplu:

Calculati fluxul cAmpului vectorial &= yi+2zj+xk prin triunghiul din planul
x+y+z=1,1>0,taiat de planele x=0, y =0, z=0 (unghiul y este ascutit).

o grad(z+x+y-1) i+j+k
n = =
‘grad(z+x+y—l)‘ NE)

z
ol
yt+z={
x+z=]
B
< i y
i xty=|
A
X

Figura 9.16



1
cosa=cosff=cosy=—=>0

N

Toate integralele din formula fluxului se iau cu plus.

o= ﬂ vdydz +H zdxdz + J j xdxdy
D,, D,. D,,

Loy ! 2 3
(o o o o[22 -
D, 00 0 0

I I-x 1 2
IIdedeJ‘dx'[ zdz='[(l_2x) dx=%£lzx—21x7+x?J
D, 0

0 0

1 I-x / P 3
(= o= r-spn={ 122
0

0

(=1

Xy

9.6 Fluxul unui cimp vectorial printr-o suprafati inchisa

Teoremii: Daci intr-un domeniu G < R’, componentele cAmpului vectorial

&:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)l; (1)

. . . .. 0P 00 . : . :
sunt continue si au derivatele partiale % v o continue, atunci fluxul campului
x Oy Oz

vectorial @ prin orice suprafatd inchisa S neteda pe portiuni, din domeniul G, este egal

oQ .

. . oP
cu integrala tripla a functiei — +—+— pe domeniul V' marginit de suprafata S:
Oox Oy é’z

- oP 8
~{plai)a '[”[éx af S @

S



Aceasta este formula Gauss-Ostrogradsky. Aici 7" este vectorul unitate al normalei

exterioare la suprafata S si q.j'f) noteaza fluxul printr-o suprafatd Inchisa.
N

Exemple:
1. Determinati fluxul vectorului @=2xi —(z—1)k prin suprafata inchisa:

S:{x’+y=4,2=0, z=1f

prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.

- Cu definitia:

O=0, +D, +D,

D, = ” ")do = Hz 1)do = ”da——ﬂRz 4x

grad(x ty _4) i 42y xi+y)

"o grad(x +y —4)‘ _\/4x2+4y2 2

z

- —
HG‘

—
—_
—
Ht?:xz
3 2
S, R
3
-~ ol T T~
Sf ™
¥
—_— —
nt=_
¥ I

Figura 9.17



Avand 1n vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate cilindrice:

x=2cos@

y=2sing do = 2dpd=
zZ =2z

27

®3—Id(pj4cos 02dz = 4_[ (1+cos2¢p)do =8x
0

O=-A4r+0+87r=4r

- Cu Gauss-Ostrogradsky:

-m(gf o, Z}JV [[-r0-1)av = [av =4z

oy

2. Determinati fluxul vectorului 7 =xi + yj + zk prin sfera de razd R si centru
originea sistemului de coordonate prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.

z

nad

Figura 9.18

- Cu definitia:

i’ este vectorul unitate normal la sfera



Q()_XZ?-ij-i-Z _i
R R
- 2
(7 *°)=(f,ij=R—=R=ct
R) R

= Cﬂ)(?,ﬁo)dﬁ =R<j;6 do = R4zR> = 47 R}

Sk

- Cu Gauss-Ostrogradsky:

—HI[GP 9, aRjdV [0 +1)ar =3][far - LA

3. Determinati fluxul vectorului d = 3xi — )/ — zk prin prin suprafata Inchisa:

prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.
- Cu definitia:

O=d, +D,

Figura 9.19



D, = J.J.Zznl da J.J.zda 0
Si

i, =grad(z+x2+y2—9):2xf+2y]+l€

CDz—” a, n2 dO' .” (a,n,) - f(xy)dxdy
S, D,,
(c?ﬁ ) =(6x2—2y2—z) =7x*—y* -9
LRAY) 2:97/\,27)}2 z=9—x2—y2

Avand in vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate polare:

{x=pCOS(p p:0->3
y = psing 9027
(DZ_.U Z o) dxdy Q‘ 7x - —9)dxdy

xy

2z 3 27 3
= Id(ﬂ (7,02 cosz(p—p2 sin2¢1—9)pdp= J‘dqp.[(sz cosz(/)—pz—9)pdp
0 0 0 0

27[ p4 4 2 3 27[ 81 81
= 8 cos? _p__9p_ d j 162cos> p——-"=|d
-([[ 4 ¢ 4 2 . 9= o ¢ 4 2 ¢

2z
I (8l+8lcos2¢—&]d¢) =§2ﬂ = Eﬂ
4 2
0
- Cu Gauss-Ostrogradsky:

o= M[Zf L, aZJdV f[f-1-1)av = [[fav

Avand in vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate cilindrice:

x=pC(‘)S(0 p:0>3
y=psme dV = pd pdpdz 9027

z2=z z:059-p’



81 81) 81
=27 ——— |=—n7
2 4 2

Remarca: Cand suprafata S este deschisd, adesea este convenabil sda inchidem
suprafata si sa utilizim formula Gauss-Ostrogradsky.

Exemplu:
Determinati  fluxul vectorului a= ( Y +z’ )f ~y*j+2 yzlg prin  suprafata

S:x*+z° =y, (0<y<1).

l_,] b= 1

Figura 9.20
Suprafata S reprezinti un con cu axa Oy. Inchidem conul cu discul X din planul =

Notatii: @, fluxul necunoscut
@, fluxul prin

O, +D, m@i ‘9;0; Z]dV jﬂo 2y+2y)dV =0

O +D,=0 = & =—],

0, [[ (3o [ )i~ ([ (i~ [Jr

D, =—0, =



9.7 Divergenta unui camp vectorial

Consideram campul vectorial al vitezelor dintr-un fluid in miscare. Fie S o
suprafatd inchisa in fluid.
- Daca fluxul prin § este pozitiv, aceasta sugereaza cd pentru spatiul marginit de
S, iesirea de fluid este mai mare decat intrarea. Spunem ca existd surse in S
care genereaza fluid.
- Daca fluxul prin S este negativ, intrarea este mai mare decat iesirea. Spunem
ca existd absorbtie in S pentru fluid.
In consecinti, cantitatea:

®= gEJS(a i’ Mo 3)

caracterizeaza natura campului vectorial din interiorul suprafetei S, anume prezenta
punctelor sursa si absorbtie de camp in interiorul lui S. Conceptul de flux al unui vector
printr-o suprafatd inchisa conduce la notiunea de divergenta a campului. Divergenta unui
camp vectorial este o functie scalara care asociaza un numar fiecarui punct din camp.

Fie M un punct dat din cAmp. Inchidem punctul cu o suprafati arbitrard S, de
exemplu o sferd cu o raza suficient de mica. Notdm cu (¥) domeniul marginit de S si cu V
volumul acestuia.

Fluxul vectorului @ prin S este:

® = @(a,ﬁO o (4)

Consideram raportul:

E— )

Deoarece numaratorul ne indica generarea realizata de sursele din (V), atunci raportul (5)
ne indicd generarea medie din unitatea de volum sau cantitatea de surse pe unitatea de
volum.

Definitie: Daca raportul (5) are limitad finitd atunci cand (/) se reduce la punctul M,
atunci aceastd limitd defineste divergenta campului vectorial a in punctul M si se

noteaza div ZI(M) :

divi(M)= lim S—— 6)



Daci div d(M)> 0, atunci in punctul M avem o sursa de camp.

Daca div a (M ) < 0, atunci in punctul M avem un punct de absorbtie de camp.

Observatie: Conform definitiei, divergenta unui camp vectorial a in punctul M este o
densitate volumica a fluxului cimpului vectorial a 1n acel punct.

e Metoda de calcul a divergentei in coordonate carteziene

Fie campul vectorial:

ﬁ:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]'+R(x,y,z)lg (7)
. : . .. OP 00 OR .
cu componentele functii continue care au derivate partiale 5 o continue pe o
X Oy Oz

vecinatate a punctului M.

Aplicam teorema Gauss-Ostrogradsky fluxului cAmpului @ prin orice suprafatd inchisa S
din vecinatatea lui M, care contine punctul M:

fhlai)ao=[l[| 5+ 5+ 5 1 ®
Gx oy 82
Integralei triple din dreapta 1i aplicam teorema de medie:
{p(a.i")do = (6P+aQ+6RJ 4 (9)
s ox 0Oy Oz .,
Substituim aceasta relatie in definitia (6):
div d(M) = lim o 8Q R (10)
(r)->m 6x oy 62

Cand (V) se reduce la punctul M si M, — M , si cu ipoteza de continuitate a derivatelor

partiale, avem:

diva(M)= 8—P+6—Q+6—R (11)
ox oy 0z),
divc‘z:a—P+a—Q+a—R (12)

ox Oy 0Oz



Toate cantitatile din formula (12) se calculeaza 1n acelasi punct.

Formula Gauss-Ostrogradsky poate fi rescrisa:

{p(a.7")do = wdiv adv

N

e Reguli de calcul pentru divergenta
1. Liniaritate
div(Ca, +Cya, +...+C,a,) = Cdiv a, + C,div a, +...+ C,div a,
unde Cj, C, ..., C, sunt constante.
2. Divergenta unui vector constant ¢ este nula.
divc=0
3. Divergenta produsului unei functii scalare «(M ) cu un vector a(M):

div(uc?) =u div ﬁ+(grad u,&)

Intr-adevar, dacd @ = Pi + Oj + Rk , atunci

div(uc?) = div(qu + uQ7 + uRl;)= ﬁ(gP) + a(;lQ) + ﬁ(gR)
X Y z

:ua—P+ua—Q+ua—R+a—uP+a—uQ+a—uR
ox oy 0z Ox oy 0z

=u div Zi—i-(grad u,Zi)

Exemplu:
Calculati divergenta vectorului:

Y

-0

= plr " = plr).

(13)

(14)

(15)

(16)



unde 7 =xi + yj + zk sir= |;7| este distanta de la origine la un punct arbitrar M (x, y,z).

div i = div{mfj G f+(gmd@,7J

r r

P
Wr=— % m

gradwz[wj grad r = r '(r)z—(p(;») -0

(gmd (0(1’),;J ZLNJ'(F);(D(F) FO,FJ _ o' (r)-o(r) () o(r)

div =3 (r )+¢,'(r)_¢(r”) :2¢(r”)+¢,(r)

Definitie: Daci in toate punctele unui domeniu G < R’, divergenta unui cAmp vectorial
a definit pe G, este nula, adica:
diva=0 (17)

atunci campul se numeste solenoidal pe domeniul G.

Observatie: In camp solenoidal, fluxul cdmpului vectorial prin orice suprafatd inchisa S

din camp, este nul
ff(a.iJo =0 (18)

N

e Proprietatile unui cAmp solenoidal (fara surse)

Fie X o suprafatd pland in campul vectorial a si fie y frontiera lui X, adica
y =0%. Totalitatea liniilor de camp care trec prin frontiera y formeaza un tub vectorial.

Consideram o sectiune arbitrard a tubului X, . Normala 7, la X, este orientatd in directia
campului a .

Teoremal: Intr-un camp solenoidal a, fluxul vectorului @ prin orice sectiune a unui tub
vectorial este acelasi.



Figura 9.21

Demonstratie: Fie X, si X, doud sectiuni arbitrare, care nu se intersecteaza, ale aceluiasi
tub vectorial. Trebuie sa aratam ca:

”(ﬁ’ﬁlo)dgzy(ﬁﬁé))dﬂ (19)

Z,

Notdm cu X, suprafata laterald a tubului, cuprinsd intre cele doud sectiuni arbitrare. Cele
trei suprafete X, X, si X, formeazd impreund o suprafatd inchisa X =% +%, +Z%,.
Deoarece campul a este presupus solenoidal, avem:

(a7 Jo =0

z

Cu proprietatea de aditivitate a fluxului, putem scrie:
([ Mo+ [] (@~ o+ [[ (.7 e = 0
poN 3 o

Pe suprafata ¥, care este formatd din linii de cAmp, avem 7 1 @ . Atunci, (Zl,ﬁ;) )= 0 pe

suprafata X, si astfel ultima integrala este nuld. Deci,



Fie L un contur inchis, orientat, care este frontiera suprafetei X. Vom spune ca L
este bordul orientat al suprafetei X.

Figura 9.22

Consideram vectorul normal 7 la ¥ astfel incat sa existe o legaturd directd intre 7 si
parcurgerea bordului L.

Teorema 2: Intr-un cadmp solenoidal a, fluxul vectorului a prin orice suprafata care are
acelasi bord orientat este acelasi, adica:

[[ @i o = [ (. o (20)

Observatie: Intr-un camp solenoidal liniile de cdmp nu incep §i nu se termind in camp.
Acestea pot fi curbe Inchise sau deschise ce pot avea capetele pe frontiera domeniului pe
care e definit campul.

Figura 9.23



Exemplu:
Consideram campul produs de o sarcind punctuald ¢ plasatd in originea sistemului de
coordonate. Intensitatea campului este:

unde 7 =xi + yj +zk si V=|77|=«/x2+y2+22

Pentru » #0 avem

Campul E este solenoidal in orice domeniu G care nu contine punctul O(O, 0, 0) .

Fluxul cAmpului £ prin sfera S de raza R si centru punctul 0(0,0,0) este:

® = cﬁ.)(E,ﬁO)da - @(%f‘tﬂ]do =%<ﬁ§da 2%472'132
Sy s,

Sk

O =4rq

Fluxul cdmpului E prin orice suprafatd inchisd care contine originea 0(0,0,0) este

4rq .



9.8 Circulatia unui cmp vectorial. Rotorul unui vector. Teorema Stokes

Considerdm un cAmp vectorial continuu definit pe un domeniu G c R’

5(M)=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j'+R(x,y,z)k (1)
si un contur orientat inchis L.

Definitie: Circulatia vectorului @ pe un contur inchis L este integrala curbilinie de al
doilea tip a lui @ pe conturul L, adica

Circulatia = (d,dF) = p(Pdx +Qdy + Rdz) )
L

L

In (2), dF este un vector cu mirimea egald cu diferentiala arcului L si cu directia
tangentd la conturul L. Aceste caracteristici depind de orientarea lui L.

—
A ar
S
\
— a
=
/ L
o
Figura 9.25
Exemplu:
2 2
Calculati circulatia cAmpului vectorial @ =—y’i +x°j pe elipsa L :x—2 + Z—z =1.
a

¢JJ’

N

Figura 9.26




(a.d7) = f-yax+x'dy
L

L
I X =acost dx =—asint dt
| y =bsint te[0,27] dy =bcost dt

2
C‘,B—y3dx+x3dy = j(bz’ sin’ ¢(~asint)+a’ cos’ ¢ bcost)dt
L 0

2
= abj (b2 sin* 7 +a” cos* t)dt
0

2z 2z 2 2z
Isin4tdt:_[ 1-cos 2t dt:lj(l—Zcoszt+cos221)dt=
2 4 0

27 . .
lj 1—2cos2t+1+COS4t dtzl t_251n2t+lt+lsm4t
4 0 2 4 2 2

2z
Analog, I cos’ 1 dt = %n
0

Circulatia=ab b2§ﬂ+a237z :abéﬂ(a2+b2)
4 4 4

¢ Rotorul cAmpului vectorial
Fie campul vectorial:

5(M):P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k

Presupunem ca componentele P, Q si R ale cAmpului sunt continue si au derivate partiale
continue 1n toate argumentele.

Definitia 1: Rotorul unui vector a(M ) este vectorul notat rot a si definit prin:

,,ma:(a_R_a_Qj;{a_P_a_R);{a_Qﬁ_P}z G
oy oz oz ox ox Oy

sau in notatia scurta:



i j k
rot&zg o 9 4)
ox 0Oy Oz
P QO R
Exemplu:
2 42
Calculati rotorul campului vectorial a = —y?i +7 Jj
i J k
2 2
rot d = i i 2_01+0]+ 0 x_ _i .
ox Oy Oz ox oy\ 2
2
LA S
2 2

rot Ziz(x-i—y)l;

Definitia 2: Daca pe un domeniu G campul vectorial a satisface conditia rot a =0,
atunci campul se numeste irotational pe domeniul G.

Obsevatie: Deoarece prin definitie rof @ este un vector, atunci se poate considera
campul vectorial rot a .

Dacd componentele cdmpului @ au derivate partiale continue de ordinul doi, atunci
putem calcula divergenta campului vectorial rot a . Astfel,

a’iv(rotc?)—i IR _20 +— (G_P O_R
ox\dy 0z ) oy\oz Ox y

_O’R 82Q+82P 82R+62Q 52
6x6y Ox0z 0y0Oz OyOx 0zOx 828y

div(rot d) =0 (5)

In concluzie, campul rot @ este un cimp solenoidal.



Teorema Stokes: Circulatia unui vector a pe un contur inchis orientat L, este egala cu
fluxul vectorului rot a prin orice suprafatd £ care are bordul orientat L.

gLS(a,df) =Lj(mz a.i’)do (6)

—

nv

|8

L= bord onentat

L
Figura 9.27

Observatie: Pentru validitatea teoremei se presupune ca componentele cdmpului a au

derivate partiale continue pe un domeniu G si ci orientarea vectorului normal unitar 7i° la
suprafata ¥ din G este in concordanta cu orientarea conturului L.

Observatie: Intrucat rot @ este un camp solenoidal, div(rot Zz)zO, atunci fluxul lui

rot a este independent de suprafata £ cu bordul orientat L.

Exemplu:
Calculati circulatia vectorului @ = yi —xj + k de-a lungul conturului

2 2:R2
L:{x Y H>0

Utilizand: (1) definitia
(2) teorema Stokes

x = Rcost dx =—Rsint dt
L=4y=Rsint te[0,27] dy = Rcost dt
z=H dz=0

C.ﬁ(&,dF)ZC'[)ydx—xderdz:T(Rsint(—l)Rsint—RcostRcost)dt
L

L 0



i 0=k
L
O
y
X
Figura 9.28

2r 2r
= —I (R2 sin’ £ + R? cos? t)dt =—R? J dt =-27R?
0 0

i j Kk
rotéz% % %=O-f+0~]+(§(—x)—%(y)}€:—2]€
y —x 1
gS(a,df)Tfﬂ(mz a,ii’)do = [[(-2k.k)do =-2[[do =-27R*
L z z z

o Definitia invarianta a rotorului unui cAmp vectorial

Din teorema Stokes putem determina o definitie a rotorului care sa fie
independenta de sistemul de coordonate.

Teorema: Proiectia lui rot a pe orice directie este independenta de alegerea sistemului
de coordonate si este egala cu densitatea de suprafata a circulatiei lui @ pe conturul unei
arii perpendiculare pe directia de proiectie a rotorului. Mai mult,

$(a,dr)
pr,rot 5|M :(rot a,n’ )‘M = (%}LHMLT (7



In acest enunt, T este o suprafati plana perpendiculard pe 7, S este aria suprafetei X, L
este conturul orientat al acestei suprafete in acord cu 7. (Z) — M 1inseamna ca suprafata

(Z) se reduce la punctul M in care este evaluat rof a .

—

11

1.
Figura 9.29
Intr-adevir,
qS(a,d?)T'zs'ﬂ(mz a,ﬁO)dan‘(mt a,i’)| S (8)
] & \

(a,ar)

(Zl)iLnML 5 =(21)i31M(mt a,ﬁO)M’” = (rot a,ﬁO)M )

Deoarece proiectia lui rot a pe o directie arbitrara 7, este independentd de
alegerea sistemului de coordonate, atunci si vectorul rof a este invariant la alegerea
sistemului de coordonate.

Definitie: Rotorul unui camp vectorial rof a este un vector cu marimea egala cu cea mai
mare densitate de suprafatd a circulatiei campului intr-un punct dat, cu directia
perpendiculard pe drumul pe care se realizeaza cea mai mare densitate a circulatiei si
sensul vectorului rot a este in concordantd cu orientarea conturului de integrare.

e Interpretare fizica a rotorului unui cAmp vectorial

Consideram un corp solid care se roteste in jurul axei sale fixe / cu viteza
unghiulard @ . Presupunem cd axa / coincide cu axa Oz a sistemului de coordonate.



et

Figura 9.30

Fie M un punct arbitrar al corpului solid, definit prin vectorul de pozitie:
F=xi+y+zk (10)

Vectorul viteza unghiulard este @ = wk . Vectorul vitezi liniard v al punctului M este:

i j ok
v=[a,F]=axF=|0 0 o|=-yoi +xa] (11)
X y z

Calculam rotorul campului de viteze liniare in corpul solid:

rot v =

_[2lxe) o(e) ), i (12)
ox oy

o §)|Q) =

o
O
ox Oy
1)
in concluzie,

rotv=2o (13)

adicd rotorul campului de viteze al unui solid in rotatie este acelasi in toate punctele
campului, si anume este paralel cu axa de rotatie si egal cu dublul vitezei unghiulare de
rotatie a corpului.



e Reguli de calcul pentru rotor

1. Rotorul unui vector constant este nul:

rot ¢ =0 (14)
2. Liniariate

rot(Cd, +C,d, +...C,a,) = Crot G, +C,rot d, +...+C,rot a, (15)

n-—n

3. Rotorul produsului unei functii scalare u (M) cuun vector a(M ) este:

rot(uc?):u rot ﬁ+[grad u,é] (16)

Intr-adevar,

W)@é ;% aéz(a(auym_a(gzmjz{a(gzp)_a(;mJﬁ[a(;:xm_agp)}z
uP uQ uR

(0,2 2);. (20 2P,
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

f| R f+(P6—u—Ra—uj]+ 02 _pltii
Oz Oz

Oy ox ox Oy
ik
. |Ou Ou Ou - ~
=urota+|— — —|=u rota+[gmd u,a]
Ox Oy Oz
P O R

9.9 Independenta integralei curbilinii de drumul de integrare

Definitie: Un domeniu G c R’ este simplu conex dacd orice contur inchis din domeniu
poate fi bord pentru o suprafata din G.

De exemplu, interiorul unei sfere are aceasta proprietate, iar interiorul unui tor nu.



Fie G < R’ un domeniu simplu conex si fie cimpul vectorial:
5(M):P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]+R(x,y,z)l€ (17)

cu componente continue pe G.

Teoremal: Conditia necesard si suficientd pentru ca integrala curbilinie:

j(a,df) (18)

AB

sa fie independentd de drumul de integrare si sa depinda numai de punctul initial 4 si de
punctul final B, este ca circulatia lui @ pe orice contur inchis L — G sa fie nula.

Teorema2: Daca campul vectorial:

(M):P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)l; (19)

[NV

este irotational, adica rot a =0, atunci integrala curbilinie:

[(@,dF)= [ P(x,y,2)dx+0Q(x,y,2)dy+R(x,y,z)dz (20)

L

este independenta de drumul de integrare L.

Observatie: Pentru valabilitatea teoremei se presupune ca vectorul @ are componentele
P, O, R cu derivate partiale continue si cd domeniul lui @ este simplu conex.

Caz particular: Campul vectorial este plan:

5=P(x,y)f+Q(x,y)] (21)
i j Kk
rora=| 0 9 9|_[9Q_oP g (22)
ox oy Oz ox Oy
P O 0



Teorema3: Pentru ca integrala curbilinie J‘P(x, y)dx+Q(x,y)dy si fie independenta de
L
drumul de integrare L, este necesar si suficient sa aiba loc:

8_Q_8_P:O (23)
ox Oy

pe tot domeniul in cauza.

Observatie: Dacad domeniul nu este simplu conex (farda gauri) atunci conditia

%—Q—Z—P: 0 nu asigurd independenta integralei curbilinii de forma conturului de
x oy

integrare.

Exemplu:
. A . ~ y - X -
Fie campul vectorial: a=-— i+——J
X +y X +y

Observatie: Functia vectoriald nu este definita in 0(0,0). Excludem O(0,0) din

domeniu. In restul planului, care nu este simplu conex, componentele lui a sunt
continue, au derivate partiale continue si au loc :

6P:i[_ y J:_l.(szryz)_y,zy: L

ol a4y (x*+y? )2 (x*+y* )2

6Q_8[ x ]_1~(x2+y2)—x-2x_ y?—x?

ox  ox\ X+ (»* +y2)2 (x* +y2)2 ’
deci 8—Q—a—P:O
ox Oy

Calculidm integrala curbilinie pe o curbi inchisi: (j)(ﬁ,d? ) =<ﬁ —~ 2y dx ~+ zxdy -
y U X+t Pty
Concret, L este un cercul:

x = Rcost
L: o, te[0,2ﬂ']
y=Rsint



27 : _ :
Cf)(fl,d?)=4>[ ydx  xdy jz Rsin( 1)Rs1nt+RcostRcostdt
L

7 ¥ +yr X4y’ 0 R*cos’ t+ R*sin’ ¢

2r
dt:jdtzzmto

0

B T R?*sin’t+ R*cos* ¢
- 2
7 R

Faptul cd circulatia este nenula indica o dependentd de forma conturului de integrare a
integralei curbilinii.

9.10 Camp potential

Definitie: Campul vectorial a(M) se numeste cdmp potenfial daca existd o functie

scalara u (M ), astfel incat
grad u=a (24)

u (M ) se numeste potentialul campului vectorial a. Suprafetele sale de nivel se numesc

si suprafete echipotentiale.

Fie
(M):P(x,y,z)lT+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)l€

QU

si deoarece prin definitie:
ou- Ou- Ous
grad u=—i+—j+—k (25)
ox 0Oy oz

Relatia vectoriala (24) este echivalenta cu trei relatii scalare:

ou

2= P(x2) W _0(x.3.2) Z—:‘=R(x,y,z) 26)

oy

Observatie: Potentialul unui cAmp se determini numai pani la o constanti. Intr-adevar,
daca
grad u=a si grad v=a (27)

atunci:



Ou Ov Ou Ov Oou _0ov

—=— —=— —=— (28)
Ox Ox oy Oy 0z 0Oz
siareloc u=v+c, c=ct.
Exemple: i
1. Campul vectorului de pozitie 7 este potential. Intr-adevar,
2 2 2 2
F=xi+yj+zk :grad[%jzgmd[%jzr?o (29)

2

. . . . . r
Potentialul cAmpului vectorului de pozitie este ST unde r=+/x>+y’ +2° .

2. Campul vectorial @ = f(r)7 este cAmp potential.

Pentru a ardta acest lucru trebuie sa determinam o functie (p(r) astfel incat sa aiba loc:

)
o(r)= I f(r)rdr+c  este potentialul cautat.

Teoremal: Daca rot a=0 si daca domeniul pe care e definit @ este simplu conex, atunci
camp vectorial a este potential sau conservativ. Aceasta presupune un camp da cu
componente continue si cu derivate partiale continue.

Demonstratie:
=> necesitate
Presupunem a = grad u , atunci:

rot d = rot(gmd u) = rot 6_u;+8_uj+8_u]€
ox oy 0z



i j K

o 0 O ou Oul- [0u 0Ou ). (0u Ou -
Sl= =~ ~|= - I+ - Jj+ — k=0

ox Oy Oz 0y0z 0zOy 0z0x 0x0z Ox0y Oyox

au ou ou

ox Oy oz

deoarece derivatele mixte nu depind de ordinea de derivare.

<« suficienta
Presupunem campul irotational rot a=0. Construim potentialul u (M ) al campului.

Deoarece rot a=0, conform teoremei 2 din paragraful precedent, integrala curbilinie:

[(a.ar) (30)

L

este independenta de forma conturului L, si depinde numai de punctul initial si final al
conturului de integrare. Fixdm punctul initial M (x,,,,z,) si lasam liber punctul final

M (x,y,z). Integrala curbilinie va fi o functie de M (x,y,z).
Notdm aceastd functie cu u(M ) si demonstrdm cd aceasta functie este potentialul

campului cautat, adica demonstram ca:
grad u=a (31)

Scriem integrala (30) fard sa indicim drumul L de integrare, dar precizdm in schimb,
punctul initial si final:

(x.3.2)

M
u(M)= [ (@,df)= | Pdx+Qdy+Rd: (32)
M, (XansZO)
Egalitatea grad u =a este echivalenta cu:
Tepers)  fe0(urs)  FeR(unz) G

Vom demonstra prima din aceste relatii. In acest scop, calculim derivata partiald
implicata:

oud  Au . u(x+Ax,y,z)—u(x,y,z)
im m
ox Ao0 Ay A0 Ax

(34)



Considerdm punctul M, (x+Ax, y,z) localizat in vecinatatea lui M (x, y,z). Deoarece
potentialul u(M ) este definit de integrala (32) care este independentd de conturul de

integrare, alegem conturul de integrare din figura:

z

Mfx,y.z)

/ f‘:)\_/

: M(x,.¥..Z_)

M, xt Axy.z) 07070
@ y

X
Figura 9.31

Ultima integrald se calculeaza pe segmentul MM, , paralel cu axa Ox. Pe acest segment
alegem ca parametru coordonata x:

X=X dx = dx

y=ct dy=0

z=ct dz=0 xe[x,x+Ax]

M, (,‘HA‘c,y,z) X+Ax M.
Axu:u(Ml)—u(M): J. (d,df): J. P(x,y,z)dx = P(f,y,z)Ax (35)
M(x,y,z) X
unde & e (x,x+Ax).
M i A _ i P(&,y,2) (36)

Ox A0 Ay A0



Daca Ax — 0, atunci & — x si deoarece P(x, y,z) este continud avem:

& P(x0.2) (37)
Similar, se poate arata ca:
S=0(xr2) & R(x.2) G9)

Corolar: Un camp vectorial este potential < integrala curbilinie in camp este
independenta de conturul de integrare, adicd daca circulatia cdmpului vectorial pe orice
contur inchis din cadmp este nula.

e Calcularea integralei curbilinii intr-un cAmp potential

MZ
Teorema2: Intr-un cdmp potential (), integrala curbilinie I (G,dr) este egald cu
Ml

diferenta valorilor potentialului cAmpului u (M ) in punctul final si initial de integrare:
M,
[ (a.dF)=u(M,)-u(M,) (39)

M,

Exemplu:
2

o . . . . .. r :
Stim ca potentialul cimpului vectorului de pozitie este u (r) = Y + ¢, atunci:

f(?,d?)z%(rf -7) (40)

M,

unde 7, i=1,2 este distanta dintre originea sistemului de coordonate si punctele M,,
i=12.

e Calcularea potentialului in coordonate carteziene

Fie campul potential:

(M)=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j+R(x,y,Z)l€ (41)

QU



Functia potential u (M ) poate fi determinatd cu formula:
M
u (x,y, z) = I P(x, v, Z)dx + Q(x, v, z)dy + R(x,y, Z)dz (42)
M,

Aceastd integrald poate fi calculatd mai convenabil dupd cum urmeaza. Fixam punctul
initial M (x,,,,2,) si il conectaim cu punctul M (x,y,z) printr-o linie poligonald

M M M,M a carui segmente sunt paralele cu axele de coordonate, anume M M, ||Ox ,

MM, |0y, M,M|Oz.

M(x.y.Z)

Ml (X *ZD)

M, (X.y.Z)

et

Mn (X ¥y *Zn}

Figura 9.32

Pe fiecare segment variaza o singura coordonatd, ceea ce ne permite sda simplificam
calculele, alegand aceea coordonata ca parametru. Astfel,

xX=Xx dx =dx
MM, :y=y, dy=0 (43)
z=2z, dz=0

x=ct dx=0
MM, sy=y dy=dy (44)

z=2z, dz=0

x=ct dx=0
MM :3y=ct dy=0 (45)

z=z dz=dz




Potentialul va fi:

u(M)=;f(d,dF)=jl (a,df)+jz(d,df)+:f (d@,dF) =

= jP(x,yo,zo)dH j Q(x,y,zo)dy+jR(x,y,z)dz (46)

Xo Yo Zy

Exemplu:
Aratati ca campul vectorial:

d=(y+z)i +(x+z)j+(x+y)k

este un camp potential si determinati potentialul.

i j k
ot 5 = o 0 0 _ 8(x+y)_6(x+z) -
ox oy 0z oy 0z
y+z x+z x+y
N 6(y+z)_6(x+y)]j+(6(x+z)_a(y-i-z)]/;=0
oz ox ox oy

9.11 Operatorul nabla

Pana in prezent, am considerat trei operatii de baza in analiza vectoriald, anume:
- constructia grad upentru cAmpul scalar u =u (x, y,z)

- constructia div @ pentru cAmpul vectorial @ =d(x, y,z)

- constructia rof G pentru cdmpul vectorial @ =d(x,y,z).

Aceste operatii pot fi scrise in forma scurtd cu ajutorul simbolului operator nabla:

V:fi+]£+k— 47)
ox "oy Oz

Operatorul V are proprietati diferentiale si vectoriale.

Putem scrie, cele trei operatii de mai sus, formal, cu ajutorul operatorului V, ca
si cand acesta ar fi un vector. In acest sens, reluam cele trei operatii:



1. Daca u:u(x, y,z) este o functie scalard diferentiabila, atunci cu regula de

inmultire a unui vector cu un scalar, avem:

Vu = 17£+]'£+/€i u=a—u17+a—uj+a—ul€:gradu (48)
ox "oy Oz ox 0Oy 0z
Adica: Vu = grad u

2. Dacd d=P(x,,z)i +Q(x,y,z) ] +R(x,»,z)k unde P, O, R sunt functii scalare

diferentiabile, atunci cu ajutorul produsului scalar, avem:

(v.a)=V-i=|T L4k L Piv Qi+ RE
ox "oy Oz
x Oy Oz
adica (V,a)=V-a=diva

3. Dacd d=P(x,,z)i +Q(x,y,2)j+R(x,y,z)k unde P, O, R sunt functii scalare

diferentiabile, atunci cu ajutorul produsului vectorial, avem:

i J ok
[V,&]:an:i 9 i=r0t2i (50)
o oy oz
P O R
adica [V.d]|=Vxa=rota

Observatii:
1. Daca u = C, este o functie scalara constanta, atunci VC =0,

iar daca @ =¢ este un vector constant, atunci (V,¢)=0 si [V,¢]=0

2. Proprietatea de distributivitate a produselor scalare si vectoriale conduce la
urmatoarele relatii:

(V.a@+b)=(V,d)+(V.5) (51)
adici div(a+15 ) =diva+divb

[v,ml}]:[v,a]{v,zﬂ (52)
adica rot(ﬁJrl;) —rotd+roth



Remarca: Aceste ultime relatii pot fi intelese §i ca manifestare a proprietdtilor
diferentiale ale operatorului V, care este un operator diferential liniar.

S-a convenit cd operatorul V actioneazd pe toate cantitdtile care se afle in
dreapta lui si

(V,d)=(a,V) (53)

Intr-adevar

(V,a)=div a este functia o, 090 R
ox Oy Oz
_ I o
(a,v)=pP =t O—+R -, este un operator diferential scalar.
X 74

Observatie: Atunci cand actionam cu operatorul V pe un produs format din mai
multi factori, trebuie sa avem in vedere regula de diferentiere a unui produs. Adica,
trebuie sd aplicdm operatorul V pe fiecare factor succesiv, in timp ce pastram ceilalti
factori nemodificati. Apoi sumam expresiile obtinute.

Regula: Atunci cind aplicam operatorul V, prima data luam in considerare natura
diferentiala a operatorului si apoi proprietatile vectoriale.

Exemple:
1. Aratati ca:
grad (uv) =vgrad u+u grad v

2. Fie u(x,y,z) o functie scalara diferentiabila si a@(x,y,z) o functie vectoriala

diferentiaila. Aratati ca
div(uﬁ) =udiva +(5,grad u)

Remarca: Operatorul V are proprietati vectoriale dar nu este un vector, nu are
marime si directie.

Exemplu:

Produsul vectorial [Vgo,Vl//] cu ¢ si y functii scalare, formal seamana cu produsul
vectorial a doi vectori coliniari, produs care este nul. In general situatia este alta:
vectorul Vo =gradep este normal la suprafata de nivel @ =ct, iar vectorul
Vy =grady este normal la suprafata de nivel y =ct. Aceste normale nu sunt in
general coliniare.



9.12 Operatori diferentiali de ordinul doi
Operatorul Laplace

Operatorii diferentiali de ordinul doi sunt rezultatul dublei aplicari a
operatorului V la campuri.

1. Fie campul scalar u(x, y,z) si
Vu=grad u
Pe campul vectorial grad u pot fi definite doua operatii:

(V,Vu) =div(grad u) — scalar
[V,Vu] =rot(grad u)  — vector

2. Fie cAmpul vectorial a(x,y,z) si
(V,d)=diva
Pe campul scalar div a poate fi definita operatia:
{V(V,Zz) =grad(div a) — vector
3. Fie campul vectorial a (x, y,z) s
[V, d] =rot d
Pe campul vectorial rot a pot fi definite doua operatii:

(V, [V, ﬁ]) =div(rot d) — scalar
[V, [V, 5]] =rot(rot d) ~ —> vector

Cele cinci operatii obtinute prin dubla aplicare a operatorului V, definesc operatorii
diferentiali de ordinul doi.
Reludam aceste definitii:

1. Presupunem ca u (x, v, z) are derivate partiale secunde.



a - a g a 6”—:
—+ ] —+k—,—i
ox "~ oy 0z Ox

ou -~ Ou -
+—j+—k
oy 0z

0 (auj 0 ( ou 0 (6uj o’u 0'u Ou
=—|=|+=| = |+=| = =+ =—=+=
ox\ox) oy\oy) 0z\oz) oOx° Oy Oz

Simbolul
o0 o 0

A= + +
ox> oy’ oz

se numeste operator Laplace sau Laplacian.
Acesta poate fi reprezentat si ca un produs scalar:

, o0 o 7
=oatoato
ox~ oy° 0Oz

A=(V,V)=V

Operatorul A joaca rol important in fizica matematica. Ecuatia:

Au=0

o’'u 0'u Ou
~+t—+—5=0
ox~ oy° 0Oz

se numeste ecuatia Laplace (ecuatia stationara a caldurii).
Un camp scalar u(x, y,z) care satisface ecuatia Au =0 se

Exemplu:
Campul scalar u =2x* +3y -2z este armonic.

numeste camp armonic.

2. Presupunem ca u (x, v, z) are derivate partiale secunde continue.

rot grad u = [V,Vu] =

S
ERIER
&

ox 0oy oz

B o*u B o*u L o'u B o*u
0y0z 0z0Oy 0zOx  Ox0z

2 2
Pt Ou Ou -0
Ox0y  Oyox



3. Fie d=P(x,»2)i+0(x,y,2)j+R(x,y,z)k un camp vectorial cu

componentele P,Q,R cu derivate partiale continue de ordinul doi.
4.

grad div a = V(V,d)

O(0P 0Q OR); O(0OP 00 OR)- O(0P 0Q OR)-
= — =t — i+ —F =t — | j+—| —+—+— |k
ox\Ox oy oz ov\ox oy oz oz\ox 0oy Oz

5. Fie a=P(x,»,2)i +0(x,»,2)j+R(x,y,z)k un camp vectorial cu

componentele P,Q,R cu derivate partiale continue de ordinul doi.
divrota=0 rot a camp solenoidal

5. rot rot a =grad diva—Aa

Intr-adevir, daci se ia in considerare proprietatea vectoriala:
a[b.c]|=b(a.c)-(ab)e
[V.[V.d]]=V(V.d)-(V.V)d

rot rot G = grad div d—Ai

unde Ad = APi +AQj + ARk .



